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Zur Ermittlung eines Objektes aus zwei
Perspektiven.

(Ein Beitrag zur Theorie der ,gefihrlichen Orter.)

Von Josef Krames in Wien 1),
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Die Rekonstruktion eines Objektes aus zwei gegebenen Perspek-
tiven war schon wiederholt Gegenstand eingehender geometrischer
Untersuchungen. So hat vor allem S. Finsterwalder?) gezeigt, dab
die Rekonstruktion des Originals — abgesehen vom Mabstab — be-
stimmt ist, wenn die inneren Orientierungen der Perspektiven gegeben
sind. Weiters hat E. Kruppa?®) nachgewiesen, daB aus zwei Perspek-
tiven mit bekannter innerer Orientierung, in denen die Bildpaare von
fiinf Punkten beliebig gewihlt wurden, die gegenseitige riumliche Lage
der Bildebenen und Zentren bestimmbar ist, wobei — abgesehen von

1) Diese Arbeit war in der vorliegenden Fassung bereits anfangs Dezember 1937
fertiggestellt, als der Verf. noch an der Technischen Hochschule in Graz titig
war; die Verbffentlichung verzégerte sich jedoch aus #uBerlichen Griinden. Kin
kurzer Bericht iiber die Hauptergebnisse wurde indessen bereits am 12. Jinner 1938
zwecks Wahrung der Prioritit bei der Akademie der Wissenschaften in Wien
hinterlegt. Vgl. J. Krames, ,Neue Nebenlosungen einer alten Aufgabe“, Anzeiger
der Akad. Wiss. Wien, math.-nat. 77 (1940) 8. 26—30, wo auch bereits das Erscheinen
der vorliegenden Abhandlung (allerdings in einer anderen Zeitschrift) angekiindigt
wurde. Der Arbeit wurden spiter blo8 hinzugefiigt: Ein Zitat (W. Lindwig) in
FuBnote 20, ferner die Fufnoten 26,27, in denen auf einige seither erschienene
Arbeiten anderer Verfasser niher eingegangen wird.

2) Die geometrischen Grundlagen der Photogrammetrie, Jhrsber. Dtsch. Math.
Ver. 6 (1899), S. 1—44; s. insbesondere 8. 10 und 15.

*) Sitzgsber. Akad. Wien, math.-nat., IIa, 122 (1913), 8. 1989—1948.
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sholichen Umformungen — im allg. 22 (teils imaginire) Losungen
miglich sind. Hierzn sagt Kruppa#*) selbst: ,Beziiglich der Mehr-
deutigkeit der Orientierungsprobleme ist noch folgendes zu bemerken.
Griindet man ein Orientierungsproblem auf tatsiichliche Perspektiven —
nicht willkiirliche Annahmen — eines riumlich ausgedehnten Objektes,
die mehr Elemente erkennen lassen, als zur Bestimmtheit des Problems
erforderlich ist, so entsteht die neue Aufgabe, diejenigen Losungen zu
finden, durch die sich anch die iibrigen Bildelemente in Einklang
bringen lassen; i. a. gibt es dann nur eine Orientierungsméoglichkeit.
Diese auch von Finsterwalder?) und anderen vertretene Ansicht
ist bisher — wie es scheint — als ausnahmslos richtig angesehen
worden 5). H. Koppmair (z. Z. in Briinn) hat mir nun Ende Ok-
tober 1937 (in Graz) die Frage vorgelegt, ob es nicht moglich sei, daB
simtliche von den einzelnen Punkten des awfgenommenen Objektes
herriihrenden Sehstrahlenpaare auch dann noch réumliche Schnittpunkte
ergeben, wenn die (starr gedachten) Sehstrahlbiindel aus der urspriing-
lichen Lage gegeneinander bewegt worden sind, so zwar, daf die von
diesen Schnittpunkten gebildete Raumfigur zum gegebenen Objekt
nicht dhnlieh ist. Es war ihm ndmlich aufgefallen, daf bei der Aus-
wertung von Flugzeugaufnahmen gelegentlich I'ehler aufgetreten sind,
die sich mit den normalen Ungenaumigkeiten der Instrumente nicht
erkldren liefen.

Es gelang mir binnen kurzem (im November 1937) diese Frage
restlos zu klidren. Es zeigte sich vor allem, dal tatsiichlich fiir ein
Objekt (Geldnde), das im betrachteten Bereich die Form (eines Teiles)
einer orthogonalen Regelfliche zweiten Grades von hestimmter Lage
besitzt, aus den beiden Perspektiven samt bekannter innerer Orientierung
allein keine eindeuntige Rekonstruktion des Originals gewonnen
werden kann, Es lassen sich vielmehr neben der richtigen gegen-
seitigen Orientierung der Perspektiven noch ein- oder zweimal
zwei andere gegenseitige Lagen der Sehstrahlbiindel finden, in denen
die Sehstrahlenpaare aller aufgenommenen Gelindepunkte sich eben-
falls schneiden, wobei aber die von den Schnittpunkten dieser Paare
erfiillten. Raumfiguren mit dem Original nicht #hnlich, ja nicht einmal
kollinear sind. Jede solche Raumfigur liegt gleichfalls aunf einer ortho-
gonalen Fliche eweiten Grades von gleicher Lage. Diese besondere

4 A a 0, 8. 1948,

%) S.etwaauch O. v. Gruber, Ferienkurs der Photogrammetrie, Stuttgart 1930,
S.24. — Das in der oben zitierten Textstelle vorhandene ,i. a.“ bezog sich wohl
nur auf den Ausnahmsfall eines ebenen Objektes. Vgl. spiter unter Nr. 2.
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Lage ist dadurch gekennzeichnet, daf zwei adjungierte Erzeugenden der
Fliache (aus denen die andere Schar durch kongruente Ebenenbiischel
projiziert wird) durch die Projektionszentren gehen. Da alle derartigen
Flichen zweiten Grades eine fiinfdimensionale Mannigfaltigkeit
bilden, wird es verhiiltnisméfig nicht so selten vorkommen, dafi das
aufgenommene Geldnde durch ein Stiick einer solchen Fliche an-
nihernd ersetzbar ist. In einem solchen Fall besteht also die Gefahr,
daf beim mechanischen Einpassen — selbst bei fortschreitender Ver-
besserung der Schnittgenauigkeiten zusammengehoriger Sehstrahlen —
nicht die richtige Geldindeform sondern eine andere orthogonale Fliche
zweiten Grades erhalten wird. Daran wiirde sich nichts iindern, wenn auch
noch so viele Geléndepunkte in beiden Perspektiven deutlich abgebildet sind.

Die erwihnten Flichen zweiten Grades bilden daher fiir die
Grundaufgabe der Photogrammetrie — anscheinend noch nirgends
bemerkte — ,gefiihrliche Orter“®) von folgender Eigenart: Falls die
Punkte des aufgenommenen Objektes einer solchen Fliche angehiren,
besitzt die Orientierung der Aufnahmen zwei oder drei wesentlich ver-
schiedene Lésungen. In Sonderfillen konnen auch zwei dieser Losungen
zusammenfallen, wobei eine davon die richtige Orientierung darstellt;
diese ist sodann mit einer Unsicherheit behaftet, indem beide Biindel
eine unendlich kleine einparametrige Beweglichkeit aufweisen, welche
die orientierte Lage nicht anfhebt. Ferner wird der Nachweis erbracht,
daf} die genannten Flichen zweiten Grades, 2u denen als Grenzfille
auch alle Ebenen des Raumes gehiren, die einzigen Raumgebilde
sind, fiir welche die Orientierungsaufgabe mehrdeutig sein kann.

Damit ist u. a. auch klargestellt, dafl die Kernpunkte zweier
Perspektiven mit bekannten inneren Orientierungen bereits durch dic
Bildpaare von sechs Punkten eindeutig bestimmt sind, sofern diese
sechs Punkte keiner Fliche wvon der erwdihnten Beschaffenheit wund
Lage angehiren. Mit dieser Feststellung ist die schon jahrzehntelang
durchforschte Hoauptaufgabe der Photogrammetrie in geometrischer Hin-
sicht erstmaliq restlos geklart.

Fir die photogrammetrische Praxis, insbesondere fiir die Aus-
wertung von Luftaufnahmen im Gebirge, diirften diese Ergebnisse von
besonderer Bedeutung sein.

Nr. 1. Allgemeine Bemerkungen.
Wir betrachten zwei Perspektiven (photographische Aufnahmen)
eines riumlich ansgedehnten Objektes mnd bezeichnen

6 S.etwa S. Finsterwalder, a. a. O., S. 25—30.
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die beiden Bildebenen (Plattenebenen) mit . . . . . . . .. . . I, 1;
die Augpunkte (Zentren oder Aufpahmsstandpunkte) mit . . . O,, O,;
die beiden Bildpunkte eines Raumpunktes P mit . . . . . . P, P";
die zu P fiihrenden Sehstrahlen (Zielstrahlen) mit . . . . . . . Py Pas
die beiden Hauptstrahlen (Aufnahme- oder Kammerachsen) mit . a,, a,;
die beiden Hauptpunkte (Plattenhauptpunkte) mit . . . . .  A4;, 4,
endlich die Bilddistanzen der Zentren (Brennweiten der Objek-

tive) mit . . .. ... ..o L dy, d,.

Ay, d, und 4,, d, bilden die Elemente der inneren Orienticrung
dieser Perspektiven. Die Verbindungsgerade ky==/k, =[O0, O,] der Aug-
punkte (der Doppelsehstrahl) wird nach Guido Hawck?) als Kern-
achse bezeichnet. Thre Schnittpunkte mit II, und II, sind die Kern-

punkte (Ordnungspunkte) 0, =K und O; = K” der beiden Aufnahmen,
d. s. die Scheitel der Kernstrahlbtischel (Ordnungsbiischel), die von den
(doppelprojizierenden) Kernebenen aus [1; und Il, ausgeschnitten
werden. Die Kernstrahlbiischel haben den Grundschnitt x=|I1, Il,) zur
Perspektivitiitsachse und die Bildpunkte jedes Raumpunktes P miissen
auf entsprechenden Kernstrahlen liegen®). Als (dubere) Orientierung
zweier Perspektiven bezeichnet man die Gesamtheit aller Angaben,
welche die gegenseitige Lage der Bildebenen und Projektionszentren
wihrend der Aufnahmen (d. h. in den festgehaltenen Aufnahmestellungen
der Gertite) bestimmen.

Zwei Strahlen p,, p,, die sich in einem Objektpunkt P schneiden,
sollen in der Folge zugeordnete Sehstrahlen genannt werden”). Sind
die zu den Punkten eines Objektes gehorigen Sehstrahlenpaare bekannt,
so wollen wir sagen: Die beiden Sehstrahlbiindel sind aufeinander
bezogen, und zwar ohne Riicksicht darauf, ob die Anzahl der vor-
handenen Zuordnungen eine endliche oder unendliche ist. Falls blof
eine diskrete Anzahl von Sehstrahlenpaaren gegeben ist, miiite man
eigentlich von , Bindelfiguren* oder ,n-Strahlen im Biindel* sprechen.

") G. Hauck, Neue Konstruktionen der Perspektive und Photogrammetrie,
Crelle J. f. Math. 95 (1883), S. 1—35, insbesondere § 2. Wegen der anderen hier
gebrauchten Benennungen s.E.Miller—E. Kruppa, Vorlesungen iiber dar-
stellende Geometrie, 1. Band: ,Die Linearen Abbildungen, Leipzig und Wien, 1923,
II. Kapitel.

% Daf die Kernstrahlbiischel bereits 21 Jabre vorher von dem spanischen
Brigadegeneral Antonio Terrero verwendet wurden, hat J. M. Torroja mitgeteilt.
Vgl. die Referate von Th. Schmid, Intern. Archiv fir Photogrammetrie, 3 (1913),
8. 236, und K. Domausky, ebenda 6 (1923), S. 376.
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Im Interesse einer kiirzeren Ausdrucksweise wird dies jedoch nicht
immer eigens unterschieden.

Von aufeinander bezogenen Sehstrahlbiindeln soll auch dann noch
gesprochen werden, wenn beide (starr gedachten) Biindel in irgend-
einer Weise gegeneinander bewegt worden sind. Zwei solche allgemein
gelegene Biindel liegen z. B. vor, wenn von einem Objekt zwei
Perspektiven mit bekannter innerer aber unbekannter ZuBerer Orien-
tierung (in irgendeiner gegenseitigen Lage) gegeben sind. Man kennt
dann eine Anzabl von Paaren zugeordneter Sehstrahlen, die sich (im
allg.) nicht schneiden.

Wir sagen weiters: Zwei aufeinander bezogene Sehstrahlbiindel
sind (gegenseitig) orientiert, oder sie befinden sich in orientierter
Lage, wenn jeder Sehstrahl von seinem zugeordneten geschnitten wird.
Dabei wird lediglich vorausgesetzt, dall diese Orientierung durch die
vorhandenen Sehstrahlzuordnungen tatséichlich bestimmt ist (s. Ein-
leitung).

Aus einer orientierten Lage ergeben sich durch alle moglichen
(gleich- oder gegensinnig-) dhnlichen oder kongruenten Umformungen
des Raumes oo7 bzw. oo® weitere orientierte Lagen: diese sollen aber
nicht weiter unterschieden werden, zumal fiir alle derartigen Lagen
die Schnittpunkte zugeordneter Strahlenpaare untereinander dhnliche
bzw. kongruente Raunmfiguren ergeben. Zwei orientierte Lagen sind
jedoch als wesentlich verschieden anzusehen, wenn es keéine dhnliche
(kongruente) Raumtransformation gibt, die gleichzeitig beide Biindel aus
der einen in die andere Lage iiberfithrt. Durch Ausiibung von singuliren
Ahunlichkeiten gelangt man auch zu jenen orientierten Lagen zweier
Biindel, bei denen die Biindelscheitel vereinigt sind.

Sind nun O,, O, zwei in orientierter Lage befindliche Biindel und
dreht man eines davon, etwa O,, um die Kernachse durch den Winkel =,
so fallt jeder Strahl von O, wieder in seine urspriingliche Kernebene
und beide Biindel bleiben orientiert. Dabei erfiillen die zu zwei solchen
Lagen gehorigen Schnittpunkte zugeordneter Sehstrahlen zwei har-
monisch kollineare Raumfiguren. Fir diese ist O, das Kollineations-
zentrum und die Normalebene zur Kernachse durch O, die Kollineations-
ebene ?). Umgekehrt ist auch klar, daff je zwei wesentlich verschiedene
orientierte Lagen, bei denen dieselben Biindelstrahlen und Biindel-

?) Vgl. Th. Schmid, Int. Arch. f. Photogrammetrie 3 (1913), 8. 306 und 308.
Hier findet sich auch eine vollstindig durchgefithrte konstruktive Liosung der Auf-
gabe, zwei (durch photographische Aufnahmen eines Vierseits bestimmte) kollineare
Biindel in perspektive Lage zu bringen.
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ebenen als Kernachse bzw. als Kernebenen auftreten, durch den soeben
beschriebenen Vorgang (und eine allenfalls darauffolgende Ahnlichkeit)
ineinander iibergehen. Man kann daher feststellen: Die wesentlich ver-
schiedenen orientierten Lagen zweier aufeinander bezogenen Sehstrahl-
biindel sind immer paarweise vorhanden. Die beiden orientierten Lagen
eines solchen Paares sollen ergdnzende heilfen.

Handelt es sich um Sehstrahlbiindel, die durch zwei Aufnahmen
eines Raumobjektes aufeinander bezogen sind, so kommt fiir jede
mogliche Kernachse immer nur eine orientierte Lage in Frage. Bei
einer photographischen Aufnahme ist nimlich mit der inneren Orien-
tierung auch die- Seite der Bildebene (die Schichtseite der Platte)
bekannt, auf der das Zentrum und die aunfgenommenen Ohjektpunkie
sich wihrend der Aufnahme befunden haben. Damit ist auch der stets
zu beachtende Unterschied zwischen , Aufnahmen® und ,, Perspektiven®
gekennzeichnet 19),

Wiren nun die Biindel in der richtigen Orientierung gegeben und
wiirde man’eines von ihnen um die Kernachse umwenden (d. h. durch
den Winkel = drehen), dann Lige jeder Punkt des rekonstruierten
Objektes fiir eine der Aufnahmen im virtuellen Raum und nicht im
eigentlichen Sehraum. Fir die Zwecke der praktischen Anwendung
hat man daher von je cwei erginzenden Orientierungen immer bloff
eine zu beriicksichtigen.

Nr. 2. Zur Rekonstruktion eines ebenen Objektes.

Liegen beispielsweise alle Punkte P des abgebildeten Objektes
innerhalb einer Raumebene =, so ist die durch diese Punkte hestimmte
Zuordnung zwischen den beiden Sehstrahlbiindeln eine perspektive
Kollineation mit ¢ als Perspektivititsebene und [0, 0,] =k, =k, als
Kollineationsachse. In einer solchen Kollineation gibt es im allgemeinen
nur zwei (reelle) Paare von kongruenten Ebenenbiischeln, die sich
entsprechen. Es sind dies: Die identisch aufeinander bezogenen Kern-
ebenenbiischel mit den Achsen %, =%, und die beiden Ebenenbiischel,
deren Achsen /; und 7, zu ¢ symmetrisch sind. Diese Biischelpaare
fallen nur dann zusammen, wenn %k, =¥k, zun ¢ normal ist. Gibe es
mehr als zwei reelle Paare von entsprechenden kongruenten Ebenen-

1% In der Praxis spricht man von ,Negativstellung® bzw. , Positivstellung®
(auch ,Diapositivstellung), je nachdem das Projektionszentrum zwischen der
Bildplatte und dem aufgenommenen Objekt liegt (wie es bei der Aufnahme der
Fall war) oder die Bildebene sich zwischen Zentrum und Objeki befindet. Vgl.
0. v. Gruber, a.a. O, 8. 11.
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biischeln, dann wiren die Biindel selbst kongruent, d. h. entweder zu ¢
symmetrisch oder (lings % =k,) ineinander verschiebbar (¢ im
Unendlichen).

Sind umgekehrt zwei Perspektiven eines ebenen Objektes (Gelidndes)
samt ihren inneren Orientierungen gegeben, so ist damit auch die von
den Objektpunkten hervorgerufene (allgemeine) Kollineation zwischen
den Sehstrahlbiindeln bestimmt. Eine solche Kollineation ist bekanntlich
durch vier Strahlenpaare allgemeiner Lage eindeutig festgelegt. Um
diese Biindel in orientierte (in diesem Fall perspektive) Lage zu
bringen, hat man in ihnen die (einander entsprechenden) kongruenten
Ebenenbiischelpaare aufzusuchen. Man erhilt (wie oben) im all-
gemeinen zwei solche Paare und damit vier paarweise erginzende
Losungen 19). Wird nun das Biindel O, festgehalten und das Biindel O,
auf vier wesentlich verschiedene Arten mit () in orientierte Lage
gebracht, so sind die von den Schnittpunkten zugeordneter Strahlen
jeweils erfiillten Felder (Perspektivititsebenen) =y, ¢,, 5, &, offenbar
paarweise perspektiv Kollinear. Die zu ergiinzenden orientierten Lagen
gehirigen Felder entsprechen sich insbesondere in einer harmonischen
Raumkollineation °). Nun gibt es in zwei kollinearen Biindeln im allge-
meinen auch zwei (reelle) Paare von kongruenten Strahlbiischeln?).
Sind im Biindel O, die Ebenen dieser Biischel bekannt, dann sind je
zwei der Ebenen ¢; zu ihnen und untereinander parallel, also Ahnlich
aufeinander bezogen. Mittels einer leicht herzustellenden Figur iiber-
zeugt man sich nun, dal die beiden Projektionszentren hinsichtlich
zweier IKbenen ¢, etwa ¢, g, auf derselben Seite liegen, wiihrend
die zu ihnen parallelen Ebenen ¢, ¢, die Zentren voneinander trennen.
Man folgert darans (vgl. Schluf von Nr. 1 und Fufin. ®) den

Satz 1: Ist durch 2wei (mit inneren Orientierungen versehenen)
Aufnahkmen eines ebenen Objektes (Gelindes) eine kollineare Zuordnung
der Sehstrahlbiindel gegeben, und achtet man darauf, dafi die Objekt-
punkte in den eigentlichen Sehriuwmen der Perspektive liegen, so liefert
die Rekonstruktion im allgemecinen nur noch zwei Losungen, die unter-
einander kollinear (und wicht dhnlich) sind.

In Sonderfillen kinnen diese Losungen auch zusammenfallen
(s. oben). Es entsteht nun die weitere Frage: Welche der im Satz 1
genannten Losungen ergibt den richtigen Plan des Gelindes? Um die
Auswahl treffen zu konnen, ohne Raumpunkte auferhalb der Objekt-
ebene ¢ heranzuziehen, miite noch eine geeignete Eigenschaft einer
in ¢ enthaltenen Figur bekannt sein. Z. B. wiirde es meistens geniigen,
wenn in einer der Perspektiven die ungefihre Lage der Fluchtlinie
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von ¢ bekannt wiire. In der Praxis werden nun -gewdhnlich mehrere
Bilder in der Weise hintereinander aufgenommen, daB benachbarte
Bilder sich zum Teil iibergreifen. Es lifit sich daher in jedem Bild die
Flugrichtung ungefihr angeben und damit ist die richtige Auswahl
ebenfalls moglich; denn die Aufnahmszentren miissen in der gleichen
Reihenfolge wie die Bilder anfeinander folgen. Bei der anderen Losung,
die nach Satz 1 eine kollineare Verzerrung des Gelindes darstellt,
wire aber die Reihenfolge der Zentren gegeniiber den Bildern im all-
gemeinen vertauscht.

Nr. 3. Zur Konstruktion der Kernpunkte zweier Perspektiven.

Sind von einem riumlich ausgedehnten Objekt zwei Perspektiven
ohne innere und gegenseitige Orientierung gegeben, so konnen
die Kernpunkte u. a. auf Grund des folgenden Hilfssatzes ermittelt
werden :

Zu sieben beliebig gewdihlten Punktepaaren P;, Pi (i=1,2...7)
der Bildebenen 11, baw. I, gibt es im allgemeinen stets drei Punkte-
paare Hy, H;(j=1, 2, 3), aus denen die P; baw. P durch projektive
Strahlseptupel projiziert werden ).

Die Aufgabe, durch zwei Gruppen von je sieben Punkten pro-
jektive Strahlbiischel zu legen, wird auch als , Problem der Projektivitit
der Ebene bezeichnet. Lassen sich nun aus zwei Perspektiven geniigend
viele Bildpaare P’, P” entnehmen, so ergeben sich die Kernpunkte,
wenn man dieses Problem der Projektivitéit fiir mehrere Gruppen von
je sieben Bildpaaren lsst und das allen Lisungen gemeinsame Punkte-
paar H', H” aufsucht 2).

Diese Konstruktion versagt jedoch, weun zwischen den Bild-
ebenen I, LI, eine quadratische Verwandischaft B besteht, der alle
vorhandenen Bildpaare F’, P” angehiren. Denn alle Punktepaare einer
solchen Verwandtschaft werden bekanntlich aus ihren drei Haupt-

punktepaaren Hj, H; durch projektive Strahlbiischel projiziert Die
gegebenen Bilder von Rauwmpunkten, also sellst co® Zuordnungen P’ P’
liefern in cinem solchen Fall keinen Anhaltspunkt fir die richtige
Auswahl der Kernpunkte unter den drei Hauptpunktepaaren von %,

) Uber die Literatur dieses Satzes s, E.Muller-E. Kruppa, a. a. 0.,
8. 150, Fufn. Y)..

*) Vgl. S. Finsterwalder, a. 4.0, 8.10, und E. Muller-E. Kruppa,
a. a. 0., 8. 151.
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Es erhebt sich sofort die Frage: Welches riiumliche Gebilde, d. h.
welehe Flidche bestimmt durch die co? Bildpaare ihrer Punkte P eine
quadratische Verwandtschaft zwischen I1; und I1,? Da B durch sieben
Punktepaare P; P; allgemeiner Lage eindeutig festgelegt ist12), mub
auch diese Fliche durch die sieben Raumpunkte F; bestimmt sein.
Nun 146t sich durch diese sieben Punkte und die beiden Augpunkte
0y, O, im allgemeinen eine einzige Fliche zweiten Grades @ lcgen 4).
Projiziert man deren Punkte aus O, und O, auf I1, bzw. Il,, so erhilt
man eine quadratische Verwandtschaft 1), die ebenfalls die sieben

Punktepaare P;, P; enthilt und daher mit ¥ identiseh ist. Also ist ®
hereits die gesuchte Fliche.

Die Hauptpunkte der Verwandtschaft B sind: Die beiden Kern-
punkte K’ = 0, und K” = 0, die sich als Schnittpunkte der Kernachse
ky, =k, mit [T, bzw. [1, ergeben; ferner die Spurpunkte E, F{und E% F
der durch O, bzw. O, gehenden FErzeugenden e, f; und e,, /; von &
auf T1, bzw. II,. Denn lifit man etwa P’ eine Gerade ¢’ von Il, durch-
laufen, so beschreibt P im Raum auf <& einen Kegelschnitt g, der
durch O; geht und mit ¢,, /;, je einen (von O, verschiedenen) Punkt
gemeinsam hat; demnach ist ¢” ein Kegelschnitt, der durch K7,
E, und F'y geht, usw. Man iiberzeugt sich auch leicht, daf die zu-
sammengehorigen Hauptpunkte E; E, und £, F. von 8 den wind-
schiefen Erzeugenden e, ¢, baw. /1, /5 von @ angehoren. Die Erzeugenden
dieser Paare und die zngehorigen Hauptpunkte konnen auch konjugiert
imaginidr sein oder zusammenfallen. Aus diesen Uberlegungen ergeben
sich folgende Sitze:

Satz 2: Sind in zwei Perspektiven, deren innere Orientierungen
nicht bekannt sind, beliebig viele (c2) Bildpaare P’ P" gegeben, die
ciner quadratischen Verwandtschaft B angehiren, so liegen die zu-
gehirigen Raumpunkte P auf einer Fliche zweiten Grades, die beide
Augpunkte enthilt, und es 1§t sich aus diesen Bildfeldern allein nicht
erkennen, welches der drei Hauptrunktepaare von B aus den Kern-
punkten dicser  Perspektiven bestcht.

Satz 2a: Aus zwei (ohne innere Orientierungen) gegebenen Auj-
nalimen eines Gelindes, das innerhalb des abgebildeten Bereiches mit
einer durch beide Projektionszentren gehenden Fliche zweiten Grades
itbercinstimmt, lassen sich diec Kernpunkie selbst dann nicht eindeutig

3) H. Schroter, Crelle J. f. Math. 62 (1863), S. 224.
') Enz. Math. Wiss. IIL C 2 (0. Staude), S. 211.
) Th. Reye, Zeitschr. Math. Phys. 11 (1866), 8. 280—310.
Monatsh, f. Matliematik nund Physik, 49. Band. 23
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ermitteln, wenn die Bildpaare von beliebig vielen Gelindepunkten vor-
handen sind.

Der schon mehrmals bewiesene Satz, dal die Kernpunkte aus
acht widerspruchsfreien Bildpaaren mittels linearer Operationen ein-
deutig gefunden werden kinnen %), ist demmnach dahin zu erginzen,
dafl die zugehdrigen acht Rauwmpunkte keiner Fliche zweiten Grades
angehiren diirfen, die beide Projektionszentren enthdlt (vgl. weiter unten
Nr. 6, Satz 8).

Sind hingegen die inneren Orientiernngen der Perspektiven bhe-
kannt, so bestimmt eine quadratische Verwandtschaft L zwischen den
Bildebenen II;, I1, eine ebensolche Verwandtschaft £3 zwischen den
Sehstrahlbiindeln O,, 0,. Denkt man sich die orientierte Lage dieser
Biindel hergestellt und die zu B gehorige Fliche ¢ (Satz 2) ermittelt,
so sind die Hauptstrahlen von & (s. oben): Die Kernachse k, =%, und
die durch O,, O, gehenden Erzeugendenpaare ¢, ¢, und f£,, , von .
Da die Strahlenpaare zweier quadratisch verwandter Biindel aus den
drei Hauptstrahlenpaaren durch projektive Ebenenbiischel projiziert
werden, ergeben alle Paare von Sehstrahlen p,, p,, die sich in den
Punkten P von & schneiden, mit den Strahlenpaaren k&, ==#k,, ¢ ¢,
und f; /; verbunden, jedesmal projektive Ebenenbiischel. Insbesondere
decken sich die (kongruenten) Ebenenbiischel k;, k,, d.h. jede ihrer
Ebenen ist mit der entsprechenden zusammengefallen.

Ist fiir eine allgemeine Lage der beiden Sehstrahlbiindel die
quadratische Verwandtschaft £ gegeben, so hat man, um die Biindel
zu orientieren, jene zwei Hauptstrahlen £, , zu suchen, die Triiger
von cntsprechenden kongruenten Ebenenbiischeln sind. Zwei solche
Biischel sind immer vorhanden, wenn die Sehstrahlbiindel von zwei
wirklichen Perspektiven einer Fliche ® herriihren. Werden sodann die
Ebenenbiischel %, k, (wie in allgemeinen Fillen) zur Deckung gebracht
(es bestehen dabei zwei Moglichkeiten, s. Schluf von Nr. 1), so sind
damit die Kernebenen und — abgesehen vom MaBstab — die Elemente
der gegenseitigen Orientierung der Aufnahmen gefunden. Erginzende
Orientierungen aufier Betracht gelassen (Nr. 1), kann man also sagen:

Durch die Punktepaare P FP"  ciner quadratischen Verwandi-
schaft zwischen den Bildebenen 11, 11, sind  die Kernpunkte und die
Elemente der gegemseitigen Orientierung der Perspektiven im  allge-

"y H.v. Sanden, Die Bestimmung der Kernpunkte in der Photogrammetrie,
Diss. Gottingen, 1908; J. Koppmair, Generelle Liésung der Grundaufgabe der
Photogrammetrie, Allg. Verm. Nachr. 43 (1932), S. 39.
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meinen etndeuwtig bestimmt, sobald die inneren Orientierungen
bekannt sind.

Nr. 4. Die orthogonalen Regelflichen zweiten Grades der
Mannigfaltigkeit (€2).

Nun kann aber der IFfall eintreten, daf neben %, k, auch noch
zwei andere Hauptstrahlen der quadratischen Biindelverwandtschaft O
die Achsen von entsprechenden kongruenten Ebenenbiischeln
sind. Ja, es ist sogar moglich, daf entsprechende Sehstrahlen p,, p,
aus allen drei Hauptstrahlenpaaren durch kongruente Ebenen-
biischel projiziert werden.

Um festzustellen, wann solche Fille vorliegen, bemerken wir
zunichst, daff die oben betrachteten projektiven Ebenenbiischel e;, e
bzw. fi, /s je eine Regelschar der Fliche ® erzeugen. Diese ist nim-
lich durch das windschiefe Erzengendenviereck e, /i ¢, /, und einen
allgemein liegenden Flichenpunkt P eindeutig festgelegt und dieselben
Elemente bestimmen auch die Projektivititen zwischen den genannten
Biischeln. ;

Es gibt nun besondere Regelflichen zweiten Grades, die durch
(reelle) kongruente Ebenenbiischel erzeugt werden kinnen'7); es sind
dies die orthogonalen Kegel, die orthogonalen Hyperboloide und (als
deren Grenzfille) die gleichseitigen hyperbolischen (kiirzer: orthogonalen)
Paraboloide, schlieflich die Dreheylinder und die gleichseitigen hyper-
bolischen Zylinder. Wir wollen diese Flichen zusammengefafit
orthogonale Regelflichen zweiten Grades nennen. Jede solche
Fliche ist durch oo! (der Drehzylinder sogar durch oo2) Paare von
kongruenten Ebenenbiischel erzeugbar. Bei den windschiefen Fléichen
dieser Art gibt es fiir jede Erzeugendenschar oc! solche Ehenen-
biischelpaare. Je zwei Erzengenden (derselben Schar), aus denen die
Fldche (die andere Schar) durch kongruentc Ebenenbtischel projiziert
wird, sollen adjungierte Frzeugenden heillen. Beim orthogonalen
Kegel sind die Paare adjungierter Erzeugenden zu jener Hauptebene
symmetrisch, die zu den Ebenen der reellen Kreisschnitte normal ist.
Zu diesen Ebenen sind anch die in v befindlichen Scheitelerzeugenden
normal. Letztere fallen mit ihren adjungierten Erzeugenden zusammen
und sollen Haupterzeugenden heifien. Ubrigens ist jeder Kegel
zweiten Grades orthogonal, der eine Erzeugende enthilt, die zur Ebene
eines reellen Kreisschnittes normal ist.

') H. Schroter, Theorie der Oberflichen zweiter Ordnung, usw., Leipzig
1880, §§ 12, 25.
23%*
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Ein orthogonales Hyperboloid © hat einen orthogonalen Kegel
zum Asymptotenkegel. Bezeichnen a und & die grofie bzw. kleine reelle
Halbachsenstrecke und ¢ den absoluten Betrag der imaginiiren Halbachse,
so ist § dann uwnd nur dann orthogonal, wenn die Relation

1 1 1
St =0 (1)
erfiillt ist 15). Je zwei adjungierte Erzeugenden eines orthogonalen Hyper-
boloides sind stets achsial-symmetrisch in bezug auf die Haupt-
achse der Kehlellipse. Beim orthogonalen Paraboloid und beim gleich-
seitigen hyperbolischen Zylinder sind je zwei zur Achse symmetrische
Erzeugenden adjungiert und beim Drehzylinder ist schlieflich jede
Erzeugende zu jeder anderen adjungiert. Die zu sich selbst adjungierten
Scheitelerzengenden eines orthogonalen Hyperboloides (oder Paraboloides)
wollen wir ebenfalls Haunpterzeugenden nennen,

Das Erzeugnis zweier perspektiv liegenden kongruenten Ebenen-
biischel zerfillt in zwei zueinander normale Ebeunen, ndmlich in dic
Symmetrieebene der beiden Biischel und die Verbindungsebene der
Biischelachsen (vgl. Nr. 2). Umgekehrt Xkonnen je zwei normale
Ebenen =, ¢, stets (und zwar auf co? Arten) als zerfallendes Erzeugnis
zweier kongruenter Ebenenbiischel erhalten werden. Deren Achsen be-
finden sich in ¢ (oder ¢,) und sind zur Schnittgeraden dieser Ebenen
symmetrisch. Die Paare normaler Ebenen bilden mithin die zerfallenden
orthogonalen Regelflichen zweiter Ordnung. Insbesondere ergibt jede
Ebene zusammen mit der Fernebene ein solches Paar.

Sei nun 2 eine orthogonale Regelfliche zweiten Grades und
projizieren wir diese aus zwei Zentren O,, 0,, die auf zwei (reellen
getrennten) adjungierten Erzeugenden e, bzw. e, dieser Fliche liegen,
so werden die oo® Strahlenpaare p, p, der quadratisch verwandten
Sehstrahlbiindel sowohl aus der Kernachse %, —%, als auch aus den
Hauptgeraden e, und e, durch kongruente Ebenenbiischel projiziert.
Bringt man nun die beiden (starr gedachten) Biindel in eine solche
Lage, dall e, ¢, und desgleichen alle entsprechenden Ebenen dieser
kongruenten Biischel zusammenfallen, so gelangen je zwei Sehstrablen
P1,y P2y die sich zuerst in einem Punkt P von € schneiden, abermals
in eine und dieselbe Ebene, niimlich in [¢, p, |=[e, p,]. Man kann
daher sagen: Alle Sehstrahlenpaare, dic sich in der wurspriimglichen
Lage der Biindel Oy, O, geschnitten haben, schneiden sich auch in der

) H. Schroter, a. a. O, 8. 180, 189.



Zur Ermittlung eines Objektes aus zwei Perspektiven. 339

neuen Lage der beiden Biindel. Diese sind also wieder orientiert, nur
ist jetzt e, = ¢, die Kernachse.

Wir zeigen sogleich, dall die Schnittpunkte zugeordneter Seh-
strahlen auch in der zweiten Lage eine orthogonale Regelfliiche zweiten
Grades Q" erfiillen. Zu diesem Zweck beachten wir, daf die co’
Strahlenpaare p,, p, der urspriinglichen Lage, die einer Kernebene
%, =1, angehoren, zwei projektive Strahlbiischel bilden; deren Erzeugnis
ist ja die Schnittkurve zweiter Ordnung s von 2 mit »,==%, Nach
der Vereinigung der Ebenenbiischel ¢, und e, sind diese Strablbtischel
perspektiv geworden, denn die Schnittpunkte entsprechender Strahlen
miissen jetzt auf der Schnittgeraden der (nicht mehr vereinigten)
Ebenen », und z, liegen. Da weiters die (durch % =7k, gehenden)
IEbenenpaare #,, %, in der peuen Lage kongruente Ebenenbiischel mit
(im allgemeinen) windschiefen Achsen &%, k. bilden, ist QO tatsich-
lich — als FErzeugnis dieser Biischel — eine orthogonale Iliche
zweiten Grades.

Im vorliegenden Kall konnen also die beiden (quadratisch ver-
wandten) Sehstrahlbiindel auf zweimal zwei wesentlich verschiedene
Arten in solche Lage gebracht werden, daf jeder Sehstrahl seinen
zugcordneten schneidet, Wiren die durch O,, O, gehenden Erzeugenden
Ji, /. der anderen Sehar von  gleichfalls adjungiert (und nicht
zusammengefallen), dann gibe es fiberdies noch ein drittes Paar von
ergiinzenden orientierten Lagen. Man hat somit folgende Ergebnisse:

Satz 3: Wird eine orthogonale Regelfliche zweiten Grades £ aus
den Zentren O, O, projiziert, die auf zwei (oder auf zweimal 2wei) ge-
trennten adjungierten Erzeugenden von Q liegen, so sind die beiden
Sehstrahlbiindel derart quadratisch aufeinander bezogen, daf sie auf
zwei(oder drei-)mal zwei wesentlich verschiedene Arten orientiert
werden Kinnen.

Satz 3a: Aus zwei (mit inneren Orientierungen verschenen)
photographischen Aufnahmen eines Gelindes, das innerhalb des betrach-
teten Bereiches mit einer orthogonalen Regelfliche zweiten Grades
iibereinstimmt, von der zwei (oder zweimal zwei) getrennte adjungierte
Erzeugenden durch die Projektionszentren O, bzw. O, gehen, lassen sich
die Kernpunkte und die gegenseitige Orienticrung selbst dann micht
cindeutig ermitteln, wenn noch so viele Gelindepunkte in beiden Awf-
nahmen deutlich abgebildet sind.

Sind die Zentren O;, O, im Raum gegeben, so gibt es co® ortho-
gonale Regelflichen  von der im Satz 3 genannten Art. Denn diesen
Flichen sind unter allen oo® Flichen zweiten Grades des Raumes
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vier einfache Bedingungen auferlegt. Dies bestiitigt sich anch im Laufe
der spiteren Uberlegungen. Wir wollen die Mannigfaltigkeit aller
orthogonalen Regelflichen zweiten Grades, von denen zwei adjungierte
Erzeugenden durch O; bzw. O, gehen, mit () bezeichnen. Nach einer
frilheren Bemerkung gehoren zu () auch alle Paare normaler Ebenen,
von denen eine Ebene eine Kernebene ist. Eine systematische
Besprechung der verschiedenen Sonderfille soll weiter unten erfolgen
(Nr. 7). Vorerst wollen wir die Punktverwandtschaft zwischen den
Flichen £ und O° niher untersuchen.

Nr. 5. Die Punktverwandtschaft .

Wir betrachten wieder zwei quadratisch verwandte Sehstrahl-
biindel, die neben der orientierten Lage O,, O, und deren Krginzung
(s.Nr.1) noch eine zweite (wesentlich verschiedene) orientierte Lage 09, 03
einnehmen kinnen. Die Kernachsen dieser Orientierungen seien:
ky=Fk,==[0, 0,] bzw. &} == — [0} 03). Ordnet man nun jedem Schnitt-
punkt P zweier zugeordneter Sehstrablen p, p, von 0,, O, den Schnitt-
punkt P° der ihnen entsprechenden Strahlen p?, pg von O}, 0% zu, so
sind die von den Punkten P und P° erfiillten orthogonalen Regel-
flichen zweiten Grades €2 und €° (Nr. 4) eineindentig aufeinander
bezogen. Diese Punktverwandtschaft soll abgekiirzt mit B bezeichnet
werden. Sie ist jedenfalls keine Kollineation, weil ja — wie oben
gezeigt wurde — jedem Kernschniti zweiter Ordnung s von £ eine
(k‘l’ und k3 schneidende) Erzeugende s” von €2 entspricht. Man erkennt
leicht, daB auch umgekehrt zn den Kernschnitten zweiter Ordnung
/% von Q° die ¢, und ¢, schneidenden Erzeugenden f; von € gehiren:

Sei ferner ¢ (d°) ein anf Q (bzw. Q° befindlicher Kegelschnitt,
der 0, 0, (03, 03) nicht enthilt. Die Punkte P von ¢ (Q° von d°
werden aus Oy, 0, (0}, 05) durch projektive Kegel zweiter Ordnung pro-
jiziert, die e, e, (ki k3) als Erzeugenden enthalten. Diesen Kegeln
entsprechen in der anderen orientierten Lage zwei Kegel zweiten
Grades mit der gemeinsamen Erzeugenden e;=—e; (k; —£,). Damit ist
klargestellt, daf den Punkten eines beliebigen ebenen Schnittes ¢ (d°)
von Q (bzw. Q° auf Q°(€2) im allgemeinen die Punkte einer Raum-
kurve dritter Ordnung c¢® (d) zugeordnet sind, die durch 03, 05(0,,0,)
geht. Im Besonderen entspricht anch der Fernkurve « (v°) von Q (Q%
eine solche Kurve dritter Ordnung «° (v). Ausgenommen sind nur die
schon erwihnten Kernschnitte und jene Kegelschnitte von € (%), die
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blof einen der Biindelscheitel O, oder 0, (0F oder 0‘;) enthalten. Den
letztgenannten Kurven entsprechen die darch Of oder O3 (O, oder 0,)
gehenden Kegelschnitte von Q° (€2).

Man kann auch sagen: Auf jedcm chenen Schwitt ¢ von L& gibt
es drei Punkte, denen zufolge B drei Punkte eines beliebig gewdihlien
cbenen Schwittes d° von Q° zugeordnet sind. Man erhilt diese drei
Punktepaare, wenn man die ¢ und d° entsprechenden Raumkurven
dritter Ordnung ¢ und d mit d° bzw. ¢ zum Schnitt bringt. Insbesondere
enthdlt jede dieser Flichen drei und nur drei Fernpunkte, denen auf
der anderen wieder drei Fernpunkte entsprechen. Die Lage dieser
Punkte wird weiter unten festgestellt.

Weiters 146t sich zeigen, daB die Schar (¢;) der zu e, ¢, wind-
schiefen Erzeugenden ¢; von Q zufolge P anf die &Y, k; enthaltende Er-
zeugendenschar (k7) von Q° eineindeutig abgebildet ist. Die Raumkurve
dritter Ordnung ¢°, die einem Kegelschnitt ¢ entspricht, zerfillt némlich
in einen Kernschnitt /; und eine Erzeugende % von €°, wenn die
Ebene von ¢ die Fliche € -beriihrt, d. h. je eine Erzeugende beider
Scharen enthilt. Den Erzengenden e, und ¢, sind im besonderen die
Erzeugenden k3 bzw. % zugeordnet. Dies stimmt auch mit folgendem
iiberein: Die projektiven Ebenenbiischel mit den Achsen f,, fi,
welche die Schar (¢;) von Q erzeugen, sind in der zweiten orientierten
Lage in die projektiven Ebenenbiischel mit den Achsen /9, f, iiber-
gegangen und diese Biischel erzeugen die Schar (k7)) von Q°. Die Ge-
raden f,.f, (f1, f3) und die Erzeugenden e; (k) sind also die einzigen
Geraden ayf Q (2%, denen auf der anderen Fliche wieder Geraden
entsprechen.  Die Strahlenpaare p,, p, von O, 0,, die sich in den
Punkten einer Erzeugenden e; schneiden, bilden mithin in der anderen
Lage abermals perspektive Strahlbiischel; ihre Perspektivititsachse ist
‘die zugehorige Erzeugende %;. Damit ist auch bewiesen, daf die Punkte-

paare P, P° auf zwei entsprechenden Erzeugenden ¢; und 4} projektive
[

Punktreihen bilden. Auch auf den Erzeugendenpaaren f,,f1 und f,, /o
sind projektive Punktreihen vorhanden.

Werden €2 und Q° aus zwei beliebigen ihrer Punkte, die sich in
entsprechen, auf zwei Ebenen projiziert, so ergeben sich quadratisch
verwandte Felder mit den Bildern von &k, =Fk,, e, ¢, bzw. von
¢y =—ey, ki, k3 als Hauptgeraden. Mithin kann P auch als ' spezielle
quadratische Verwandtschaft zwischen  und Q° angesehen werden.
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Aus obigem ergibt sich ferner unmittelbar, daf irgend vier
Punkten 4, B, €, D von €, die einer Ebene ¢ angehiren, im allge-
meinen immer vier Punkte 4° B°, C° D° von Q° entsprechen, die
nicht in einer Ebene liegen. Der Schnittkurve von ¢ mit €2 entspricht
ja eine Raumkurve dritter Ordnung auf °. Wird vorausgesetzt, dab ¢
keine Tangentialebene von € ist und weder O, noch O, enthilt, und
ldigen die Punkte A4° B° C° D° dennoch in einer Ebene ¢°, dann
wiren die beiden orientierten Lagen der Biindel entweder ergéinzend
oder nicht wesentlich verschieden. Wir stofen niimlich auf einen
Widerspraeh, wenn wir in einem solchen Fall annehmen, dafi die

Kernachsen %, =¥k, und egzeg dieser Lagen verschieden sind. Denn
durch die Punkte. 4 B C D von ¢ (oder 4° B® C° D° von &°) ist zwi-
schen den Sehstrahlbiindeln (oder zwischen den ebenen Feldern ¢ und«?)
eine (allgemeine) Kollineation festgelegt (Nr. 2) und durch zwei weitere
Punkte, die auBerhalb ¢ oder ¢’ der Fliche Q bzw. Q° (nicht aber
derselben Kernebene) angehiren, wiren die Kernachsen der Biindel
eindeutig bestimmt1°).

Damit sind die wichtigsten Eigenschaften der Punktverwandt-
schaft § angegeben. Halten wir folgende Ergebnisse fest:

Satz 4: Lassen sich cwei quadratisch verwandte Bimdel in zwei
(oder drei) wesentlich verschiedene (nicht crginzende) orientierte Lagen
bringen, so erfiillen div jeweiligen Schnittpunkte zugeordneter Biindel-
strahlen zwci (drei) orthogonale Regelfiichen zweiten Grades der
Manvigfaltigkeit () und diese Flichen sind dabei (paarweise) ein-
eindeutig quadratisch aufeinander bezogen.

Die zu zwei ergiinzenden Orientierungen gehorigen Flichen €2 sind
hingegen nach Nr. 1 (vgl. Fufn. ¢} harmonisch kollinear. Bezeichnen
also 0, Oy, 0, 0y und O} 05, 0105 zwei wesentlich verschiedene ergin-
zenfle Paare von: orientierten Lagen der beiden Biindel und €2, €’
bzw. Q°, €” die entsprechenden orthogonalen Regelflichen zweiten
Grades, so gilt fiir die Flichenpaare €2 Q° Q Q7 Q" Q° Q' Q" der
Satz 4, wihrend Q und Q" bzw. Q° und ", wie gesagt, harmonisch
kollinear aufeinander bezogen sind.

Wir betrachten nochmals die Raumkurven dritter Ordnung «” und »
von Q° bzw. Q, die den Fernkurven zweiter Ordnung % und »° von Q
bzw. Q° zufolge § entsprechen. Es ldBt sich nachweisen, daB «° (v)

ein gerader kubischer Kreis ist, auf dem OY, 03 (04, 0,) liegen (und zwar
symmetrisch zum Kurvenscheitel). Zu diesem Zweck beachten wir, daf

%) 8. Finsterwalder, a.a. 0., 8. 10, und Th. Schmid, a. a. 0., 8. 307.
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die beiden (kongruenten) orthogonalen Kegel w,, w, (¢}, ¢,), die u (v°)
aus 0,, 0, (0y,03) projizieren, in der anderen orientierten Lage (bei
der o!~ o; und u®—[o]vy] bzw. o;2=¢; und v=="o, ¢,] ist) ans allen
jenen Strahlen zweier kongruenter Biindel bestehen, die ihre ent-
sprechenden Strahlen schneiden. In der Tat sind die beiden Sehstrahl-

biindel O, O, (bzw. 0}, O3) durch die Punkte der Fernebene kongruent
aufeinander bezogen und alle Strahlenpaare, die sich auf () °
schneiden, schneiden sich amch in der anderen Orientierung. Zwei
kongruente Biindel allgemeiner Lage erzeugen aber immer einen
geraden Kkubischen Kreis20). Die reellen Asymptoten der geraden
kubischen Kreise » und «° miissen zn je einer Haupterzeugenden

e. bzw. kY der Schar (e;) bzw. (k) von € bzw. Q° parallel sein. Die
anderen Haupterzeugenden dieser Scharen spielen jeweils in den
erginzenden Orientierungen die gleiche Rolle 2°). Man erkennt nun anch
folgendes :

Von den drei Paarven entsprechender Fernpunkte der Flichen
Q und Q° ist im allgemeinen nur eines reell, ndamlich jenes, das von

den Fernpunkten zweier entsprechenden Haupterzeugenden e, und Ky
gebildet wird, die iibrigen bestehen aus den absoluten Punkten der z2u
e; baw. ky normalen Stellung ). Dies hat u. a. zur Folge, dafy allen
Kreisen auf  (Q°), deren Ebenen zu e, (bzw.ky) normal sind, in der
Punktverwandtschaft P (im allgemeinen schiefe) kubische Kreise auf
Q° (bzw. ) entsprechen.

In Sonderfdllen konnen die kubischen Kreise #’ und v auch zer-
fallen (Nr. 7, Fall 1, 2, 4, 5, 6).

20) DaB der Ort der Schnittpunkte entsprechender (und inzidenter) Strahlen
zweier kongruenter Sehstrahlbiindel im allgemeinen eine solche metrisch spezielle
Raumkurve dritter Ordnung (Horopterkurve) ist, bat als Erster H. v. Helmholtz
Poggend. Ann. 123 (1862), S. 158, angegeben. Vgl. auch W. Ludwig, Die Horopter-
kurve (Math. Abh. aus dem Verlage M. Schilling), Halle a. d. Saale, 1902, sowie
Enz. Math. Wiss. IITC2 (0. Staude), S. 233, — Jeder Kegel, der einen geraden
kubischen Kreis aus einem seiner Punkte projiziert, ist ein orthogonaler Kegel,
von dem eine Haupterzeugende durch den Kurvenscheitel geht, wihrend die andere
zur reellen Asymptote der Kurve parallel ist (vgl. J. Krames, Sur une propriété
remarguable du cercle cubique droit, Mathesis 51, Brissel 1937, 8. 39—41). Da je
zwei adjungierte Erzeugenden e, ¢, eines orthogonalen Hyperboloides @ mit jeder
Haupterzeugenden von Q, also auch mit jeder Haupterzeugenden der orthogonalen
Kegel w,, w, gleiche Winkel bilden, bestitigt sich damit, daB 0{, 03 (0,,0,) zum
Scheitel von «°(v) symmetrisch liegen. Bei den erginzenden Orientierungen ver-
tauschen die Haupterzeugendenpaare von o, w, (27, vg) bzw. o, wy (9, ,) ihre Be-
deatung hinsichtlich der entsprechenden geraden kubischen Kreise.
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Nr. 6. Allgemeinster Fall der mehrdeutigen Orientierung zweier
Sehstrahlbiindel.

Es ist noch die Frage zu untersuchen, ob nicht auch durch die
Punkte von anderen Raumgebilden (Flichen) eine solche Zuordnung
zwischen den beiden Sehstrahlbiindeln verursacht wird, daf diese auf
mehrere wesentlich verschiedene Arten orientierbar sind. Wir denken
uns zu diesem Zweck alle Punkte des Raumes aus den beiden Zentren
Oy, O, auf T}, bzw. Il, projiziert und nennen irgend zwei Strahlen der
beiden Biindel. die sich in einem Raumpunkt schneiden, komjugierte
Sehstrahlen. Je zwei solche Strahlen gehiren einer durch &, =k, == [0, 0,]
gehenden Kernebene an. Jedem Strahl durch O, (0,) entsprechen dem-
nach o' konjugierte Strahlen, nimlich die Strahlen des Biischels mit
dem Scheitel O, (0,), das in derselben Kernebene liegt. Alle co® der-
artigen Zuordnungen bestimmen zugleich die Paare von konjugierten
Strahlen®) einer ausgearteten Korrelation zwischen den Biindeln O,
und O,. In dieser Korrelation entspricht jedem Strahl des einen Biindels
die mit ihm inzidente Kernebene, der Kernachse aber (in beiderlei Sinn)
jede Ebene des anderen Biindels und schlieflich gehiren zn jeder
Ebene der beiden (zusammengefallenen) Kernebenenbiischel die oo! in
ihr enthaltenen Strahlen des zweiten Biindels.

Nimmt man zwei Biindel kopjugierter Sehstrahlen Oy, O, aus
ibrer urspriinglichen (perspektiven) Lage und bringt man sie in eine
andere gegenseitige Lage Of, U5 ohne dabei die friihere Zuordnung
konjugierter Strahlen zu verindern, so wird immer noch jeder Strahl
beider Biindel von mindestens einem konjugierten Strahl geschnitten.
Denn die beiden Kernebenenbiischel bilden jetzt kongruente Ebenen-
biischel mit (im allgemeinen) windschiefen Achsen, so daB jeder Punkt
aunf der Schnittgeraden zweier entsprechenden Ebenen dieser Biischel
auch als Schnittpunkt zweier konjugierter Sehstrahlen erhalten wird.
Das Erzeugnis dieser Ebenenbiischel ist aber eine orthogonale Regel-
fliche zweiten Grades (° oder eine Ausartungsform einer solchen
(Nr. 4). Die Paare konjugierter Strahlen pi, p2 von O}, 05, die sich in
den Punkten P° von ° schneiden, entsprechen sich daher in einer
quadratischen Verwandtschaft (Satz 3). Ubertrigt man diese Paare in
die urspriingliche Lage der Biindel, so sind auch diese quadratisch
aufeinander bezogen, wobei die Schnittpunkte zugeordneter Strahlen
wieder eine orthogonale Regelfliche zweiten Grades (2 erfiillen. Den

23 0 . 0O (] o
Kernebenenbiischeln von 03,0 mit den Achsen ¢, e entsprechen nim-

21) Tonz Math. Wiss. IIT A B 5, S. 411.
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lich in Oy, 0, die kongruenten Ebenenbiischel mit den (im allgemeinen)
windschiefen Achsen e, ¢,. Damit sind folgende Ergebnisse gewonnen:

Satz 5: Wird der Raum aus z2wei Zentren O, und O, projiziert
und nennt man je zwei Sehslrahlen p,, p, der beiden Biindel Oy, O,
konjugiert, die sich in irgendeinem Rauwmpunkt P schneiden, so gibt es
nach jeder gegenseitigen Verlagerung dieser Biindel immer mnoch oo?
Paare konjugierter Strahlen, die sich schneiden. Die Schwittpunkte
dieser letzteren Strahlenpaare erfiillen in der neuen und in der
urspriinglichen Lage je eine orthogonale Regelfliche zweiten
Grades, von der zwei adjungierte Erzeugenden durch die
Jjeweiligen Biindelscheitel gehen.

Oder kurz gesagt:

Satz da: Zwei starre Biindel konjugierter Sehstrahlen erzeugen in
jeder beliebigen gegenseitigen Lage eine orthogonale Regelfliche zweiten
Grades??) der Manwigfaltigkeit (€2).

Wird das Biindel O} festgehalten und das andere in alle oo® mog-
lichen Lagen Oy gebracht, so erhiilt man nach Obigem o® quadratische

Verwandtschaften zwisechen O und 0%. Zu diesen gehdren aber nur co®
quadratische Verwandtschaften zwischen den Biindeln Oy, 0,, weil je o’

Lagen von 05, die durch die Streckungen aus O} ineinander iibergehen,
immer dieselbe Verwandtschaft zwischen O, und O, bestimmen. Da um-
gekehrt jeder zu O,, O, gehorigen Fliche ) nach Satz' 3 oo solche

Lagen von O) entsprechen, bestiitigt sich damit, daf die Mannigfaltig-
keit (€2) aus oo® Flichen Q besteht (Nr. 4, letzter Absatz).

Ist nun durch die Punkte einer Raumfigur eine hinreichende
(endliche oder unendliche) Anzahl von Paaren zugeordneter Sehstrahlen
gegeben und lassen sich die so aufeinander bezogenen Biindelfiguren
auf zwei-(oder drei-)mal zwei wesentlich verschiedene Arten orientieren,
so kann man sich diese Biindelfiguren in der ersten Orientierung aus
zwei perspektiven Biindeln konjugierter Sehstrahlen, in einer zweiten
(nicht ergiinzenden) Orientierung aus einer anderen gegenseitigen Lage
dieser Biindel berausgegriffen denken. Nach Satz b gehoren dann die

22) Dies ist eigentlich nur ein ;Sonderfall des bekannten Satzes von der
Erzeugung einer Fliche zweiten Grades durch zwei korvelative Biindel (Enz.
Math, Wiss,, TIIC 2 [O. Staude], Nr. 47), denn der Schnittpunkt eines Biindel-
strahls mit der entsprechenden Ehene des anderen Biindels kann immer als
Schnittpunkt zweier konjugierter Strablen dieser Korrelation angesehen werden ;
vgl. Fuin. %%).
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Schnittpunkte zugeordneter Strahlen in beiden Orientierungen je einer
orthogonalen Regelfliche zweiten Grades an und dies liefert den

Satz 6: Die Raumfiguren, deren simtliche Punkte einer ovtho-
gonalen Regelfliche zweiten Grades angehiren, von der zwed
(oder zweimal zwei) getrennte adjungierte Erzeugenden
durch die Projektionszentren gehen, sind dic einzigen Rawm-
gebilde, die eine solche Zuordnung zwischen den beiden Sehstrahlbiindeln
verursachen, dafl diese auf zwei(oder drei-)mal zwei wesentlich ver-
schiedene Arten orientierbar sind.

Aus den Sitzen 4,6 und 1 ergibt sich nunmehr der

Satz 7: Lassen sich zwei aufeinander bezogene Sehstrahlbiindel
in zwei (oder drei) wesentlich verschiedene (wicht erginzende) orienticrte
Lagen bringen, so liegen die von den Schunittpunkten zugeordneter
Strahlen jeweils erfiillten Rawmfiguren auf orthogomalen Regel-
fléichen zweiter Ordnung der Mannigfaltigkeit (Q) und diese
Flichen sind im allgemeinen eineindeutiy quadratisch aufeinander ab-
gebildet. Diese Verwandtschaft reduziert sich nur dann auf eine
Kollineation, wenn die Raumfiguren eben sind.

Sind die Bildpaare der Punkte einer Raumfigur gegeben, die
einer Fliche (2 angehort, und ist dadurch die quadratische Verwandt-
schaft zwischen den Sehstrahlbiindeln nicht eindeutig (oder iiher-
haupt mnicht) bestimmt, so kann es natiirlich auch mehr als drei
(unendlichviele) wesentlich verschiedene Paare von Orientierungen
geben. Hicher gehort z. B. der von E. Kruppa behandelte Fall eines
riumlichen Fiinfeckes (s. Einleitung). Ermittelt man in diesem Fall fiir
irgendeine orientierte Lage der Sehstrahlbiindel die Schnittpunkte der
finf vorhandenen Sehstrahlenpaare und sucht man alle Flichen der
Mannigfaltigkeit ((2), die durch diese fiinf Punkte gehen, so erhlt
man nach den Sitzen 3,5 und 7 unter den (von E. Kruppa nach-
gewiesenen) 22 Losungen alle reellen. Um auch zu den imaginiren
Lésungen zu gelangen, miiBte man in #hnlicher Weise mit jenen
-besonderen Flichen zweiten Grades (2 (dreiachsigen Ellipsoiden oder
zweischaligen Hyperboloiden) operieren, die sich durch imaginire
kongruente Ebenenbiischel (mit imaginiren Trigern erster Art, weil
Ja O; und O, reell sein sollen) erzengen lassen. Nach obigem wiirde
es dann insgesamt 10 Flichen Q geben, die durch O, O, und fiinf
(allgemein gelegene) Raumpunkte bestimmt sind. Wenn nimlich dabei
etwa m orthogonale Flichen (2 (mit co? reellen Erzeugenden) vor-
kommen, so sind damit nach Satz 6 in beiden Sehstrahlbiindeln je
m + 1 reelle Geraden als Kernachsen wihlbar, wihrend die anderen
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10—m Flichen & (von der letztgenannten Art) in diesen Biindeln
blof auf je eine imagindre Kernachse filhren. Zu jeder dieser reellen
wnd imagindren Kernachsen gehéren sodann zwei ergiinzende
Orientierungen 23).

Man heweist jetzt auch mittels der Sitze 3 und 6 (vgl. Einleitung
und Nr. 3, Fubin. %) den

Satz 8: Durch die Bildpaare P', P” wvon sechs (oder mehr)
Raumpunkten und die inneren Orientierungen der Perspektiven sind
die Kernpunkte dann und nur dann eindeutig bestimmi, wenn diese
Raumpunkte keiner orthogonalen Fliche zweiten Grades
angehiren, von der zwet (wicht zusammenfullende) adjungierte
Erzeugenden durch die Projektionszentren gehen.

Weil jede Ebene des Raumes im Verein mit der zu ihr normalen
Kernebene eine zu () gehirige zerfallende Fliche zweiter Ordnung
bildet (Nr. 4), sind damit auch alle Falle gekennzeichnet, bei denen
die sechs Punkte auf einer Ebenc (insbesondere auf einer Geraden)
liegen (vgl. Nr. 2, Satz 1 und Nr. 7, Fall 9) oder etwa auf zwei wind-
schiefen Geraden verteilt sind usw.

Man erkennt zugleich, daf die in Nr. 2 behandelte Rekonstruktion
eines ebenen Objektes blof3 einen Sonderfall des Satzes 3 oder 3a be-
trifft. Denn die quadratische Verwandtschaft £ der beiden Sehstrahl-
biindel zerfillt in eine perspektive und eine zweifach singulire
Kollineation, wenn die Fliche £ in eine (beliebige) Ebene und die
dazun normale Kernebene zerfillt.

Im Interesse der Genauigkeit wird in der Praxis wohl noch ge-
fordert werden, dab die im Satz 8 genannten Bildpaare auf den beiden
Bildfeldern nicht ungiinstig verteilt sind.

Nr. 7. Sonderfille.

Wie in Nr. 4 niher erklirt wurde, gehdren zu den orthogonalen
Regelfiichen zweiten Grades die orthogonalen Hyperboloide, die ortho-
gonalen Paraboloide, die orthogonalen Kegel, die gleichseitig-hyper-
bolischen Zylinder und die Drehzylinder. Als zerfallende orthogonale
Flichen zweiter Ordnung haben wir ferner die Paare normaler Ebenen
in Betracht zu ziehen. Hinsichtlich der Lage der (verschieden voraus-
gesetzten) Zentren O, und O, auf einer solchen Fliche €1 sind nun
folgende Fiille zu unterscheiden:

%) Kine nahere Untersuchung dieses Zusammenhanges witre wohl von einigem

Interesse, zumal sich hierbei auch die von E. Kruppa gefundene Anzahl von
Losungen bestiitigen miifite.
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A) QO ist ein orthogonales Hyperboloid oder Para-
boloid und

1) O, und O, sind belicbig gewihlte Punkle zweier (windschiefen)
adjungierten Erzeugenden e, bzw. ey

Wird Q als Hyperboloid voransgesetzt, so liegt der allgemeine
Fall vor. Es gibt neben dem Paar von erginzenden Orientierungen
mit der richtigen Kernachse %, —#%, noch ein Paar von Orientierungen
mit der Kernachse e =—e¢j. Um diese letzteren Orientierungen herzu-
stellen, hat man die Ebenen |e, /1] und [e, /3]==[¢; k] mit den Ebenen
[e: 1] =les ky] bzw. [e, /3] zur Deckung zu bringen. Die  nach
Satz 4 entsprechenden Flichen sind im allgemeinen ebenfalls ortho-

gonale Hyperboloide, auf denen die Zentren 0F, (3 dic unter 1) ange-
gegebene Lage haben.

Seien wieder 0; 0, und 0) 05 die zu 0, 0, baw. 0° 05 er-
gédnzenden Orientierungen und €, Q” bzw. Q und Q° die zugehérigen
orthogonalen Regelflichen zweiten Grades (s. Nr. 5). Ist nun eine
dieser Fldachen, etwa £, ein orthogonales Paraboloid, so gilt dies
auch fiir eine Flidche des anderen Paares, z. B. fir Q°. Um dies ein-
zusehen, beachten wir zuniichst, daB die Gemeinlote der Erzeugenden
¢, € und fy, /5 in diesem Fall die Scheitelerzeugenden f, bzw. ¢, der
beiden Scharen bilden. Die kongruenten Ebenenbiischel mit den
adjungierten Erzeugenden e, e, als Achsen kommen nun zur Deckung,
das beilt die Biindel bleiben orientiert, wenn man z. B. das Biindel
0, an ¢ spiegelt **). Die ¢, normal schreidenden Erzeugenden 7,, /, gehen
dabei in sich iiber. Demnach schneiden sich die durch O, und O, ge-
legten Parallelebenen zn /; und f; vor und nach dieser Spiegelnng in
der Fernerzeugenden e, bzw. k. der anderen Schar von Q bzw. Q°
und damit ist die Behauptung erwiesen. Die zu den erginzenden
Orientierungen gehorigen Flichen Q' und Q” sind im allgemeinen
orthogonale Hyperboloide, auf welchen die Zentren eine solche Lage
haben, dafi ihre Symmetrieebene die Fliche beriihrt (vgl. Nr. 1, Fuf-
note 9).

Die geraden kubischen Kreise #° und v (vgl. Schlub von Nr. b)
zerfallen auf den Paraboloiden Q und Q°in die Ferngerade k) baw. e,
und je eine gleichseitige Hyperbel. Tatsiichlich gehen die beiden
kongruenten Strahlbiischel, welche die Fernerzengende f, der anderen

*Y) Nihere Begrindungen wurden hier und spiter im Interesse der Kiirze
weggelassen, — In allgemeinen Fillen hiitte man 0, um e¢s durch einen bestimmten
Winkel zu drehen, wie bei anderer Gelegenheit noch gezeigt werden soll.
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Sehar von {2 aus O, und O, projizieren, nach der erwihnten Spiegelung
in zwei gegensinnig kongruente Biischel iiber, die der Ebene [e, || ¢,]
angehoren. Die gleichseitige Hyperbel auf (2° enthilt die Fernpunkte
von ¢; und der Achse von €. In den erginzenden Orientiernngen
erzeugen dieselben Strahlbiischelpaare als zerfallende Kurven »”, «’ je
einen Kreis und eine ihn schneidende Gerade, die zur Kreisachse
parallel ist.

2) Oy, O, sind die Schnittpunkte aweier adjungierten Erzeugenden
6, e, mit einer Erzeugenden f; der anderen Schar.

Hier sind die durch O,, O, gehenden FErzeugenden f;, f; der
anderen Schar mit k, =k, zusammengefallen. In der Orientierung mit

e1==cy als Kernachse kommen daher die Ebenen [e, ;= [¢, k,] und

[es fi] =[e; k,] zur Deckung, so dal die neuen Lagen 4], k3 von
key =k, sich schneiden. Man schliefit daraus, daf die Flichen Q° und Q”
im allgemeinen orthogonale Kegel sind. Ist £ ein Hyperboloid, so
konnten %7 und k5 nur dann parallel werden, wenn Xefi=Xxe f
d. h. wenn f; eine Haupterzeugende wire (s. Fall 5). Wird jedoch
als Paraboloid vorausgesetzt, so ist aus Symmetriegrinden ¢, J,
stets =3¢, /; und man zeigt leicht, daB dann einer dieser orthogonalen
Kegel, etwa ° zu einem gleichseitigen hyperbolischen Zylinder wird ;
auf ihm zerfillt die Kurve ¢° in die Fernerzeugende /%, und eine
gleichseitige Hyperbel.

3) Oy, Oy sind belichige Punkte einer (zu sich selbst adiungierten)
Haupterzeugenden e, = e,.

In diesem Fall sind die beiden moglichen Paare von Orientierungen
zusammengefallen. Man kann daher sagen, dag jetzt die beiden Biindel
eine unendlichkleine einparametrige Bewegung gegeneinander aus-
fiihren konnen, bei der die orientierte Lage erhalten bleibt. Diese Art
der Unsicherheit der Orientierungsaufgabe bildet ein Seitenstiick zu
Jjener, die beim ,rdumlichen Riickwdirtseinschwitt* auftritt, wenn der
_Augpunkt auf dem sogenannten ,gefihrlichen Drehzylinder® 2) liegt.
In der Praxis wird iiberdies eine endliche Beweglichkeit der orien-
tierten Biindel feststellbar sein, wonn die beiden adjungierten Er-
zeugenden e; und ey (Fall 1) sehr nahe liegen. Dabei braucht die
Fliche ) keineswegs auszuarten oder einer Degenerationsform nahe zu
kommen.

4) 0,, O, liegen gleichzeitig auf zwei (zu verschiedenen Scharen
gehirigen) Paaren von adjungicrien Erzeugenden e, ¢, und f, f,.

) 8. Finsterwalder, a. a. 0., 8. 28,
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Es gibt sodann drei wesentlich verschiedene Paare von
Orientierungen. Die vier Erzeugenden e, f}, €, f; bilden jetzt ein wind-
schiefes Viereck mit paarweise gleichlangen Gegenseiten, denn seine
Symmetriecachse ist zugleich die Hauptachse der Kehlellipse des Hyper-
boloides (oder die Hauptachse des Paraboloides) Q (vgl. Nr. 4). Weil
nun die Dreikante k&, ¢, /i und %, ¢, /, kongruent sind, erkennt man
unmittelbar, dal die Zentren bei jeder méglichen Orientiernng der
Biindel auf der betreffenden Fliche € immer wieder die unter 4) an-
gegebene Lage haben. Wire € insbesondere ein Paraboloid, dann
hiitte das windschiefe Viereck auch die beiden Scheitelerzeugenden
zn Symmetrieachsen. Im iibrigen gilt fiir jede mogliche Kernachse das
Gleiche wie im Fall 1).

5) Oy, 0, sind die Schnittpunkte 2weier adjungierten Erzeugenden
e, &y mit einer (2u sich selbst adjungierten) Haupterzeugenden f, er
anderen Schar.

Hier ist der Mittelpunkt der Strecke O; O, bereits ein (der)
Scheitel von €. Im iibrigen liegt wegen kb, =k, —=F£, und Y e fi= & /s
ein Sonderfall von 2), 3) und 4) vor. Von den drei Paaren von
Orientierungen fallen demnach zwei zusammen, so daB wieder eine
unendlich kleine einparametrige Beweglichkeit der orien-
tierten Biindel vorhanden ist, wihrend das dritte Paar zur Kern-
achse ¢/—=¢; gehort. Als entsprechende Flichen Q° und Q7 ergeben
sich im allgemeinen ein orthogonaler Kegel und ein Drehzylinder.
Ersterer wird insbesondere zu einem gleichseitigen hyperbolischen
Zylinder, wenn £ ein Paraboloid ist. Dabei zerfallen die Kurven v°
und ¢” auf Q° und Q" in eine gleichseitige Hyperhel und eine
Ferngerade bzw. in einen Kreis und eine Gerade, die ihn schneidet
und zur Kreisehene normal ist.

B) Q ist ein orthogonaler Kegel, ein gleichseitig-
hyperbolischer Zylinder oder ein Drehzylinder und

6) Oy, O, liegen auf zwei getrennten adjungierten Erzeugen-
den e, e,.

Bei den orthogonalen Kegeln und Zylindern sind die beiden
Scharen (e¢;) und (f;) zusammengefallen. Im vorliegenden Fall gibt es
wieder zwei Paare von orientierten Lagen mit der Kernachse
ky—=Fk, und el=e¢s. Fiir einen orthogonalen Kegel Q sind die zum
zweiten Paar gehorigen Flichen 2° und " im allgemeinen orthogonale
Hyperboloide, auf denen die Lage der Zentren dem Fall 2) entspricht.
Einem hyperbolischen Zylinder € entspricht aber als Fliche €°



Zar Ermittlung eines Objektes aus zwel Perspektiven 351

(oder 7) ein Paraboloid (s. Fall 2), wobei »° wieder in eine Fern-
gerade und eine gleichseitige Hyperbel zerfillt.

Besonders einfache Beziehungen liegen vor, wenn € als Dreh-
zylinder angenommen wird. Projiziert man niimlich einen solehen aus
zwei Zentren, die nicht der selben Erzeugenden angehGren, so ergehen
sich quadratisch verwandte Biindel, die amch in orientierte Lage
kommen, wenn man das eine, etwa 0O,, festhiilt, das andere, O,, mit
dem Zylinder starr verbindet und diesen so in sich verschiebt, dafi O,
auf die durch O, gehende Erzeugende fillt. Die zur nemen Lage ge-
hisrige Fliche Q° (oder ”) ist sodann im allgemeinen ein orthogonales
Hyperboloid, auf dem die Zentren die unter 5) angegebene Lage haben.
Die ergiinzende Orientierung zur urspriinglichen Lage liefert als
Fliche € im allgemeinen einen orthogonalen Kegel. Liegen aber O,
und O, auf demselben Parallelkreis von €2 so ist ° ein Paraboloid
(s. Fall 5) und € ein gleichseitiger hyperbolischer Zylinder.

) O, (oder O,) fillt in den Scheitel des Kegels oder Zylinders.

Bei dieser Annahme ist die quadratische Verwandtschaft zwischen
den Biindeln O,, O, ausgeartet, da alle Punkte des Kegels (Zylin-
ders) in einem der Bilder in die Punkte eines Kegelschnittes projiziert
werden.

C) Q ist ein orthogonaler Kegel oder ein Dreh-
zylinder und

8) 0,, 0, licgen auf einer zu sich selbst adjungierten Frzeugen-
den e, =e,.

In diesem Fall riicken wieder je zwei mogliche Urientierungen
zusammen, so daB die richtige Orientierung — wie unter 3) und ) —
mit einer Unsicherheit behaftet ist26). s gibt aber keine andere
Orientierung der Biindel.

28 Der einfachste Sonderfall davon wurde von R. Finsterwalder (Hannover)
in den Abhandlungen ,Der gefihrliche Zylinder beim Normalfall der raumlichen
Doppelpunkteinschaltung®, Zeitsehr. f. Vermessungswesen 67 (1938), S.433-—441,
und ,Der gefshrliche Ort der photogrammetrischen Hauptanfgabe und seine
Bedeutung besonders bei der Auswertung von Luftaufnabmen im Gebirge®, Bild-
messung und Luftbildwesen 13 (19388), 8. 108—109, eingehend bebandelt.. Hierzu
sei erganzend bemerkt, daB in diesem Fall.(s. oben unter € 8) das ,verbogene®
Geliande (in der unendlich benachbarten Nebenlosung) nur die Form eines ortho-
gonalen Hyperboloides annehmen kann (weil ja der Fall C8 des Textes durch
Spezialisierung aus dem Fall B 6 hervorgeht). Auch in seiner ,Photogrammetrie®,
Berlin 1939, S. 126-—128, hat R. Finsterwalder diesen Sonderfall aufgenommen.

Ferner hat K. Gotthardt in dem Aufsatz ,Der gefihrliche Ort bei der
photogrammetrischen Hauptaufgabe®, Zeitschr. f. Vermessungswesen 68 (1939),
8. 297-—304, mittels gewisser Differentialformeln die (allgemeine) Gleichung des

Monatsh. {. Mathematik und Physik. 49. Band. 24
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D) Q ist eine Ebene ¢ und
9) 0y, 0, haben gegeniiber < allgemeine Lage.
Fiigt man der Ebene ¢ die durch O, und O, gehende Normal-

ebene & hinzu, so bilden ¢ und T eine zerfallende orthogonale Regel-
fliche zweiter Ordnung der Mannigfaltigkeit (€2), denn die durch O,

ygefahrlichen Ortes” mit zusammenfallenden Losungen der Orientierungsaufgabe
(es bandelt sich also um die oben unter 3,5, 8 und 10 besprochenen Sonderfille)
berechnet und die Lage der Projektionszentren auf ihm im wesentlichen wie oben
gekennzeichnet. DaB es sich aber um orthogonale Hyperboloide (mit der Halb-

iz- — % + »%‘:0 usw.) handelt, hat er indessen nicht heraus-
gefunden. Ebenso fehlt auch bei ihm jede Andeutung uber die geometrischen
Zusammenhinge, wie sie hier dargelegt wurden. Er zitiert aber eine Mitteilung von
. C. P. Poivilliers (Paris) im Internat. Archiv f. Photogrammetrie VIII, 2. Teil
(1937), S.244—246, und scheint zu glauben, daf dort ebenfalls nur Teill6sungen
der von ihm behandelten Aufgabe beriicksichtigt seien. Dies wire jedoch dahin
richtig zu stellen, daf der Genannte itberhaupt keinen der besonderen ,gefihr-
lichen® Orter erwabnt, die durch Gotthardts Gleichung darstellbar sind.
Poivilliers hat vielmehr bereits (und zwar bezeichnenderweise so wie oben auf
synthetischem Wege) erkannt, dafB die Orientierungsaufgabe auch eine von der
richtigen Lésung (nach unserer Ausdrucksweise) wesentlich verschiedene
Nebenlosung haben kann, nimlich dann, wenn die Gelindefliche die Form von
gewissen Flichen zweiten Grades annimmt. Aber auch hier fehlt jede niihere Dar-
legung der geometrischen Eigenschaften dieser Flichen, ihrer Lage gegeniiber den
Projektionszentren sowie die nihere Untersuchung der Punktverwandtschaft P
(s. oben Nr, 5) zwischen der aufgenommenen Gelindefiiche und ihrer ,Verbiegung®
(richtig gesagt : ihrer ,geometrischen Verformung“) durch die Rekonstruktion
im Zuge dieser Nebenlosung usw. Im besonderen fehlt hier auch die Erkenntnis,
1. daf3 es auch noch eine zweite derartige Nebenldsung geben kann, 2. daf fir
Jedes Standpunktepaar 0,, O, oo® solche Flichen mdglich sind, und vor allem 3. der
Nachweis, daf damit bereits die allgemeinsten ,gefihrlichen Orter® der photo-
grammetrischen Hauptaufgabe gefunden sind.

SchlieBlich sei noch die Arbeit von H. Jung (Clausthal), Zeitschr. f. Ver-
messungswesen 69 (1940), S. 113—124, erwiihnt, in der die oben unter 3, 5, 8 und 10
behandelten Sonderfalle #hnlich wie bei Gotthardt, a. a. O., abgeleitet, aber in
den Ergebnisgen etwas ausfiihrlicher besprochen werden. Zu dieser erst vor kurzem
erschienenen Arbeit sei noch folgendes gesagt: 1. Die in der Einleitung aus-
gesprochene Frage nach ,anderen Mdglichkeiten fir gefihrliche Orte* wurde durch
obige Untersuchungen jedenfalls bereits restlos beantwortet. 2. Die auf S. 113 aus-
gesprochene Vermutung, daf die Mitten der zur Kernachse normalen Schnittkreise
eines ,gefihrlichen“ Ortes eine Raumkurve erfilllen konnten, bestitigt sich
keineswegs, denn diese Mittelpunkte liegen stets auf einer Geraden, ndmlich auf
der Polaren zur Ferngeraden dieser Kreisschnittebenen. 3. Bei den Bemerkungen
iiber das Vermeiden der ,geféhrlichen Kurven® (8.121f.) wire zu bedenken, daf
durch jede solche Kurve (im allgemeinen) oo orthogonale Regelfiichen zweiten
Grades gelegt werden kénnen, die alle ebenfalls solche ,gefdhrliche Orter® bilden.
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bzw. O, gehenden und zu ¢ symmetrischen Geraden e¢;, e, sind Triger
kongruenter Ebenenbiischel, die ¢ und ¢ erzeugen (Nr.4 wund Schluf
von Nr.6). Es gibt also zwei (wesentlich verschiedene) Paare von
Orientierungen mit den Xernachsen [0, O,]=k =%, und e =¢l
(s. wieder Nr. 2).

10) ky ==k, = [0, Oy] ist normal zu «.

In diesem Fall sind die beiden Paare von Orientierungen zu-
sammengefallen (vgl. Nr. 2), so daf die Orientierung wie in den
Fillen 3), 5) und 8) eine gewisse Unsicherheit aufweist. Wiren die
Zentren O,, O, insbesondere zu ¢ symmetrisch, dann kinnten die (jetzt
kongruenten) Sehstrahlbiindel auf oo? (wesentlich verschiedene) Arten
in orientierte Lage gebracht werden (vgl. wieder Nr. 2).

Die trivialen Fille von Ebenen ¢, die O, oder O, enthalten,
sollen nicht ndher besprochen werden.

Nr. 8. SchluSbemerkungen.

Aus den vorangegangenen Darlegungen ergibt sich fiir die prak-
tische Anwendung vor allem folgendes: Jede Gelindefliche, die
im abgebildeten Bereich mit einem Stiick von einer der oo Fli-
chen der Mannigfaltighkeit (£)) (ann#ihernd) bereinstinmi, verursacht
eine solche Zuordnung (quadratische Verwandischaft) zwischen den
heiden Sehstrahlbiindeln, dafi deren gegenseitige Orientierung aus den
Bildpaaren von belicbig vielen Geélindepunkten nicht eindeutig fest-
gestellt werden kann (Satz 3). Hiezu kommt noch, daB die Schnitt-
punkte zugeordneter Strahlen bei den zwei oder drei méoglichen Orien-
tierungen Raumobjekte liefern, die untereinander nicht @hnlich, ja
im allgemeinen (vgl. jedoch Satz 1) nicht einmal kollinear
sind (Satz 4).

Wird nun die’ orientierte Lage zweier Aufnahmen, deren innere
Orientierungen bekannt sind, mit Hilfe einer Orientierungsmaschine
hergestellt, so liBt sich aus solchen Bildern allein nicht erkennen,
welche der =zwei oder drei allenfalls vorhandenen Liosungen der
richtigen rdumlichen Lage entspricht. Denn ndhert sich die Einpassung
einer der mdglichen Nebenlisungen, so wird die Schnittgenanigkeit
zugeordneter Strahlen ebenso stdindig verbessert wie beim Einpassen
der richtigen Liosung. Die sonst iibliche Kontrolle mittels zahlreicher
Bildpaare P’ P” versagt somit in einem derartigen Fall vollstéindig.

In diesem Sinne stellen die oo Fliichen der Mannigfaltigkeit (£2)
wgefihrliche Orter%, man konnte auch sagen ,gefihrliche Geldnde-
formen® dar, deren Kenntnis fiir die photogrammetrische Praxis
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— besonders bei der Auswertung von Luftaufpahmen eines gebirgigen
Gelindes — von einiger Wichtigkeit sein diirfte. Weiters werden die
in Nr. 7, unter 3), 5) und 8) besprochenen Fiélle der unsicheren Ein-
stellung der richtigen Orientierung besondere Beachtung verdienen27).

Weil jede Ebene des Raumes als Teil einer zerfallenden
Fliche der Mannigfaltigkeit (2) zu gelten hat (Nr. 7, Fall 10), kinnen
wir iiberdies feststellen: Je flacher ein Gelinde ist, desto eher wird es
(innerhalb des betrachtetcn Bereiches) durch einc der orthogonalen
Regelfliichen €2 approvimierbar sein. In solchen Fillen wird sich aber —
dhnlich wie bei der Rekonstruktion von ebenen Objekten (Nr.2) —
aus der Kenntnis der ungefihren Flugbahn bei Reihenaufnahmen die
richtige Auswahl unter den theoretisch moglichen Losungen treffen
lassen.

Fir die tibrigen oben besprochenen Fille gilt dies jedoch keines-
wegs, und zwar deshalb nicht, weil dic allenfalls vorhandenen Neben-
lisungen von der richtigen Orientierung beliebig wendy wverschieden
scin konnen. Dies ist naAmlich der Fall, wenn O, und O, auf zwei
adjungierten Lrzeugenden liegen, die beide in der Nihe ciner Haupt-
erzeugenden verlaufen (vgl. Nr. 7, Fall 8, 5, 8 oder 10). Wie in einem
solchen fiir die Praxis besonders ,gefdhrlichen® Fall dic richtige Orien-
tiernng zweckmifiig gefunden werden kann, bleibt noch dahingestellt.

Fiir eine rohe Abschiitzung konnen wir aber mit Riicksicht anf
den Satz 6 und den Schlub von Nr. 1 jedenfalls folgendes feststellen:

Sind in den Aufnahmen Gelindeformen abgebildet (2. B. solche
mit elliptischen Flichenpunkten), die offensichtlich keiner. Fliche der
Mannigfaltighkeit () angehiren, so ist die Orientierung der Aufnahmen
eindeutig bestimmt.

Man kann auch noch sagen (vgl. Satz 5 und 6):

Ist bei eimer Rekonstruktion eine Gelandeform erhalten worden,
die keiner Fldche zweiten Grades angehirt (auf der beide Projektions-
zentren liegen usw.), dann gilt es nur diese eine Lisung und keine
andere Orientierung der beiden Sehstrahlbiindel,

27) Das groBe Interesse der Praktiker an den ,gefiibrlichen Ortern“ kommt

bereits durch die zahlreichen, in letzter Zeit erschienenen Veroffentlichungen iiber
die erwiihnten Sonderfille (s. Fubnote *¢) deutlich zum Ausdruck.

(Eingegangen: 14. X. 1940.)



