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Zur Ermittlung eines Objektes aus zwei 
Perspektiven. 

(Ein Beitrag zur Theorie der .gef~hrlichen ()rter".) 
Von Josef  Krames  in Wien 1). 
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Sr. 11 Allgemeine Bemerkungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  $. 329 
Nr. 2. Zur l~ekonstruktion eines ebenen Objektes . . . . . . . . . . . .  S. 332 
Nr. 3. Zur Konstruktion der Kernpunkte zweier Perspektiven . . . . . .  S. 33~ 
Nr. 4. Die orthogonalen Regelfl~ehen zweiten Grades der Mannigfaltigkeit (l~) S. 337 
Nr. 5. Die Punktverwandtschaft s~ . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  S. 340 
Nr. 6. Allgemeinster Fall der mehrdeutigen Orientierung zweier Sehstrahlbiindel S. 344 
Nr. 7. Sonderffille . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  . . . . .  S. 347 
Sr. 8. Schluiibemerkungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  S. 353 

Die Rckonstruktion eines Objektes aus zwei gegebenen Perspek- 
riven war schon wiederholt Gegenstand eingchender geometrischer 
Untersuchungen. So hat vor allem S. F i n s t e r w a l d e r  ~) gezeigt~ da~ 
die Rekonstruktion des Originals - -  abgesehen vom Ma[~stab - -  be- 
stimmt ist~ wenn die inneren Orientierungen der Perspektiven gegeben 
sind. Weiters hat E. K r u p p a  3) nachgcwiesen~ dal~ aus zwei Perspek- 
t i v e n  mi t  b e k a n n t e r  i n n e r e r  Or ien t ie rung~  in d e n e n  d ie  B i l d p a a r e  von  

/~n#" Punkten be l i eb ig  gewi~hlt  w u r d e n ,  die  g c g e n s e i t i g e  r~tumliche L a g e  

der  B i l d c b e n e n  u n d  Z e n t r e n  b e s t i m m b a r  ist ,  w o b e i  - -  a b g e s e h e n  yon  

1) Diese Arbeit war in der vorliegenden Fassung bereits anfangs Dezember 1937 
fertiggestellt, als der Verf. noch an der Technisehen Hochsehule in G r az  tatig 
war; die VerSffentlichung verz6gerte sieh jedoch aus aulierlichen Griinden. Ein 
kurzer Bericht fiber die Hauptergebnisse wurde indessen bereits am 12. Janner 1938 
zwecks Wahrung der Priorit~t bei der Akademie der Wissenschaften in Wien 
hinterlegt. Vgl. J. K r a m e s ,  ,,Neue NebertlSsungen einer alten Auf gabe", Anzeiger 
der Akad. Wiss. Wien~ math.-nat. 77 (1940) S. 26--30, wo auch bereits das Erscheinen 
der vorliegenden Abhandlung (allerdings in einer anderen Zeitschrift) angekiindigt 
wurde. Der Arbeit wurden sp~ter blo.~ hinzugeffigt: Ein Zitat (W. L u d w i g )  in 
Ful]note 20, ferner die Fuflnoten 26, 27, in denen auf einige seither erschienene 
Arbeiten anderer Verfasser n~her eingegangen wird. 

3) Die geometrischen Grundlagen der Photogrammetrie~ Jhrsber. Dtsch. Math. 
Ver. 6 (1899), S. 1 , 4 4  ; s. insbesondere S. 10 und 15. 

3) Sitzgsber. Akad. Wien, math.-nat, I Ia ,  122 (1913), S. 191]9--1948. 
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~thnlichen Umformungsn - -  im allg. 22 (teils imagini~re) LiJsungen 
mSglich sind. Hierzu sagt K r u p p a  4) selbst: ,,Bsztiglish der Mehr- 
deutigkeit tier Orientierungsprobleme ist noeh folgendes zu bemerken. 
Grtindst man sin Orisntisrungsproblem auf tats~iehliehe Perspektiven - -  
nieht willktirliehs Annahmen - -  eines ritumlieh ausgedehnten Objektes, 
die mshr Elements erkennen lassen, als zur Bestimmtheit des Problems 
erfordsrlieh ist, so entstsht die neue Aufgabe, diejenigen L~sungen zu 
finden, durch die sieh auch die tibrigen Bildelements in Einklang 
bringen lasssn; i. a. gibt as dann nur eine Orientisrungsmtigliehkeit". 
Diese aueh yon F i n s t e r w a l d e r  2) und anderen vertretene Ansieht 
ist b i s h e r -  wie es seheint - -  als ausnahmslos richtig angesehen 
worden'5). H. K o p p m a i r  (z. Z. in Briinn) hat mir nun Ende Ok- 
tober 1937 (in Graz) die Frage vorgelegt, ob es nieht m~glieh sei, dag 
siimtliche yon den einzelnen Punktsn des aufgenommenen Objektes 
hsrrtihrsnden Sshstrahlenpaare aueh dann noch ri~umliehe Sehnittpunkte 
ergsben, wenn die (start gedaehten) Sehstrahlbtindsl aus der ursprting- 
lichen Lage gegeneinander bewegt worden sind, so zwar, dag die yon 
diessn Sehnittpunkten gebildete Raumfigur zum gegebenen Objekt 
n ieh t  ~thnlieh ist. Es war ihm namlich aufgsfallen, dag bsi der Aus- 
wsrtung yon Flugzeugaufnahmen gelegentlieh Fehler aufgetreten sind, 
die sieh mit den normalen Ungenauigkeiten der Instrumente nicht 
erkli~rsn liegen. 

Es gelang mir binnsn kurzem (ira November 1937) diese Frage 
restlos zu kl~iren. Es zeigts sieh vor allem, dal3 tatsi~ehlich fiir ein 
Objekt (Gslitnde), das im betraehtsten Bersieh die Form (eines Teiles) 
einer orthogonalen Regelfl~che zweiten Grades yon bestimmter Lage 
besitzt, aus den beiden Perspektiven samt bekannter innsrer Orientierung 
allein keine e i n d e u t i g e  Rekonstruktion des Originals gswonnen 
warden kann. Es lassen sich vielmehr nebsn der richtigen gegen- 
seitigen Orientierung dsr Perspektiven noch ein- oder  zweimal  
zwei  anders gegenseitige Lagen der Sehstrahlbtindel finden, in denen 
dis Sehstrahlenpaare all er aufgenommenen Gslandspunkte sich eben- 
falls schneidsn, wobsi absr die yon den Schnittpunkten diessr Paare 
erffillten Raumfiguren mit dem Original nicht iihnlieh, ja nicht einmal 
kollinsar sind. Jede solehe Raumfigur liegt gleichfalls auf siner ort]~o- 
gonalen Fldiche zweiten Grades von gleicher Lage. Diese besondere 

4) A. a. O ,  S. 1948. 
~) S. etwa auch O. v. G r u b e r ,  Fer ienkurs  der Photogrammetr ie ,  Stut tgar t  1930, 

S. 24. - -  Das in der oben zi t ier ten Texts te l le  vorhandene ,,i. a." bezog sich wohl 
nur  auf den Ausnahmsfal l  eines e b e n e n  Objektes. Vgl. spi~ter un te r  Nr. 2. 
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Lage ist dadurch gekennzeichne L daft zwei adjungierte Erzeugenden der 
Fl~tche (aus denen die andere Schar dutch kongruente Ebenenbiischel 
projiziert wird) durch die Projektionszentren gehen. Da alle derartigen 
Flitchen zweiten Grades eine f ( i n fd imens iona l e  M a n n i g f a l t i g k e i t  
bilden~ wird es verhitltnismiil~ig nicht so selten vorkommen~ daft das 
aufgenommene Gel~nde durch Bin Sttick einer solchen Fl~tche an- 
ni ihernd ersetzbar ist. In einem solchen Fall besteht also die Gefahr, 
daft beim mechanisehen Einpassen - -  selbst bei fortschreitender Ver- 
besserung der Schnittgenauigkeiten zusammengehSriger Sehstrahlen - -  
nicht die richtige Geli~ndeform sondern eine an d ere orthogonale Fli~che 
zweiten Grades erhalten wird. Daran wiirde sich nichts i~ndern, wenn auch 
noeh so vieleGeli~ndepunkte in beiden Perspektiven deutlich abgebildet sind. 

Die erwiihnten Fl~tchen zweiten Grades bilden daher ftir die 
Grundaufgabe der Photogrammetrie - -  anscheinend noch nirgends 
bemerkte - -  ,gef~hrliche Orter "6) yon folgender Eigenart: Falls die 
Punkte des aufgenommenen Ob.]ektes einer solchen Fliiche angehb'ren~ 
besitzt die Orientierung der Aufnahmen zwei oder drei wesentlich ver- 
schiedene LSsungen. In Sonderf~llen kSnnen auch zwei dieser L~sungen 
zusammenfallen, wobei eine davon die richtige Orientierung darstellt; 
diese ist sodann mit einer U n s i e h e r h e i t  behafteL indem beide Biindel 
eine unendlieh kleine einparametrige Beweglichkeit aufweisen~ welche 
die orientierte Lage nicht aufhebt. Ferner wird der Nachweis erbracht, 
daft' die genannten Flgchen zweiten Grades. zu denen als Grenzfidle 
auch alle Ebenen des Raumes geh6ren, die e i n ~ i g e n  Raumgebilde 
sind~ j~r  welche die Orientierungsaufgabe mehrdeutig sein kann. 

Damit ist u .a .  auch klargestellt, do 9 die Kernpunkte zweier 
Perspektiven mit bekannten inneren Orientierungen bcreits dutch die 
Bildpaare yon sechs Punkten eindeutig bestimmt sind~ sofern diese 
sechs Punkte ke iner  Fl~iche von der erwghnten Bescha]'enheit und 
Lage angehSren. Mit dieser Feststellung ist die schon jahrzehntelang 
durchjbrschte Hauptaufgabe der Photogrammetrie in geometrischer Hin- 
sicht erstmalig restlos gekliirt. 

Ftir die photogrammetrische Praxis, insbesondere ftir die Aus- 
wertung yon Luftaufnahmen im Gebirge, dtirflen diese Ergebnisse yon 
besonderer Bedeut~ng sein. 

Nr. 1. Allgemeine Bemerkungen.  
Wir betrachten zwei Perspektiven (photographische Aufnahmen) 

eines riiumlich ausgcdehnten Objektes und bezeichnen 

6) s. etwa S. Finsterwalder, a. a. 0., S. 25--30. 
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die beiden Bildebenen (Platteuebenen) mit . . . . . . . . . . .  1-I~, [I.2; 
die Augpunktc (Zentren oder Aufnahmsstandpunkte) mit . . . O1, O~ 
die beiden Bildpunkte eines Raumpunktes P mit . . . . . .  . P'; P"~ 
die zu P fiihrenden Sehstrahlen (Zielstrahlen) mit . . . . . . .  Pl, P~; 
die beiden Hauptstrahlen (Aufnahme- oder Kammerachsen) mit .  al, ao_; 
die beiden Hauptpunkte (Plattenhauptpunkte) mit . . . . . .  A~ A~; 
endlich die Bilddistanzen der Zentren (Brennweiten der Objek- 

tire) mit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  d~ d~. 

AI, d~ und A2, d2 bilden die Elementc der inneren Orientierung 
dieser Perspektiven. Die Verbindungsgerade k l ~ k ~  ~ [O1 02] der Aug- 
punkte (der Doppelsehstrahl) wird nach Guido Hauck  7) als Kern- 
achse bezeichnet. Ihre Schnittpunkte mit 1] 1 und II~ sind die Kern- 

t r r  

punkte (Ordnungspunkte) 02 ~ K  Iund  O1 ~ K 'I der beiden Aufnahmcn, 
d. s. die Scheitel der Kernstrahlbiischel (Ordnungsbiischel)~ die yon den 
(doppelprofizierenden) Kernebenen aus I]1 und l-I~ ausgeschnitten 
werden. Die Kernstrahlbiischel haben den Grundschnitt x ~ [I]1 I]~] zur 
Perspektivitiitsachse und die Bildpunkte jedes Raumpunktcs P miisscn 
auf entsprechenden Kernstrahlen liegenS). Als (iiul~ere) Orientierung 
zweier Perspektiven bezeichnet man die Gesamtheit aller Angaben, 
welche die gegenseitige Lage der Bildebenen und Projektionszentren 
wahrend der Aufnahmen (d. h. in den festgehaltencn Aufnahmestellungen 
der Geriite) bestimmen. 

Zwei Strahlen p~, p~ dic sich in cinem Objektpunkt P schneidem 
sollen in der Folge zugeordnete Sehstrahlen genannt werden 7). Sind 
die zu den Punkten eines Objektes gehSrigen Sehstrahlenpaare bekannt, 
so wollen wit sagen: Die beiden Sehstrahlbi2ndel sind aufeinander 
bezogen, und zwar ohne Rticksicht darauf, ob die Anzahl der vor- 
handenen Zuordnungen cine endliche oder unendliche ist. Falls blol~ 
eine diskrete Anzahl von Sehstrahlcnpaaren gegeben ist~ miil~te man 
eigentlich yon ,Biindelfiguren" oder ,,n-Strahlen im Biindel ~ sprechen. 

7) G. I-Iauck, Neue Konstruktionen der Perspektive und Photogrammetrie, 
Crelle J. f. Math. 95 (1883), S. 1--35, insbesondere w 2. Wegen der anderen hier 
gebrauchten Benennungen s.E. Miiller--E. Kruppa, Vorlesungen ~iber dar- 
stellende Geometrie, 1. Band: ,Die Linearen Abbildungen", Leipzig uud Wien, 1923, 
II. Kapitel. 

8) Da~ die Kernstrahlbtischel bereits 21 Jahre vorher yon dem spanischeu 
Brigadegeneral Antonio T errero verwendet wurden, hat J. M. T o r ro ja  mitgeteilt. 
Vgl. die Referate yon Th. Schmid, Intern. hrchiv ftir Photogrammetrie, 3 (1913), 
S. 236~ undK. Domausky, ebeada 6 (1923), S. 376. 



Zur Ermittlung eines Objektes aus zwei Perspektiven. 331 

Im Interesse einer ktirzeren Ausdrucksweise wird dies jedoch nicht 
immer eigens unterschieden. 

Von aufeinander bezogenen Sehstrahlbiindeln soil auch dann noch 
gesproehe n werden, wenn beide (start gedachten) Biindel in irgend- 
einer Weise gegeneinander bewegt worden sind. Zwei solche allgemein 
gelegene Btindel liegen z.B. vor, wenn yon einem Objekt zwei 
Perspektiven mit bekannter innerer abet unbekannter ~ugerer Orien- 
tierung (in irgendeiner gegenseitigen Lage) gegeben sind. Man kennt 
dann eine Anzahl yon Paaren zugeordneter Sehstrahlen, die sieh (ira 
allg.) nieht sehneiden. 

Wit sagen weiters: Zwei aufeinander bezogene Sehstrahlbtindel 
sind (gegenseitig) or ient ier t~ oder sie b e f i n d e n  s ich in o r i e n t i e r t e r  
Lage~ wenn jeder Sehstrahl yon Seinem zugeordneten geschnitten wird. 
Dabei wird lediglich vorausgesetzt, da[~ diese Orientierung dutch die 
vorhandenen Sehstrahlzuordnungen tatsi~chlich bestimmt ist (s. Ein- 
leitung). 

Aus einer orientierten Lage ergeben sich dureh alle m(iglichen 
(gleich- oder gegensinuig-) iihnliehen oder kongruenten Umformungen 
des Raumes cr bzw. ~6  weitere orientierte Lagen; diese sollen aber 
nicht welter untersehieden werden~ zumal fiir alle derartigen Lagen 
die Sehnittpunkte zugeordneter Strahlenpaare untereinander ~hnliche 
bzw. kongruente Raumfiguren ergeben. Zwei orientierte Lagen sind 
jedoch als wesentlich verschieden anzusehen, wenn es keine.ahnl iche 
(kongruente) Raumtransformation gibt, die gleichzeitig beide Btindel aus 
der einen in die andere Laffe iiberftihrt. Dureh Austibung yon singularen 
~hnlichkeiten gelangt man aueh zu jenen orientierten Lagen zweier 
Btindel, bei denen die Btindelscheitel vereinigt sind. 

Sind nun 01, 02 zwei in orientierter Lage befindliche Biindel und 
dreht man eines davon, etwa O~, um dig Kernachse durch den Winkel ~, 
so fi~llt jeder Strahl yon 09 wieder in seine ursprtingliche Kernebene 
und beide Biindel bleiben orientiert. Dabei erftillen die zu zwei solehen 
Lagen geh~iri~en Sehnittpunkte zugeordneter Sehstrahlen zwei har- 
monisch kollineare Raumfiguren. Fiir diese ist O~ das Kollineations- 
zentrum und die ~qormalebene zur Kernachse dutch 02 die Kollineations- 
ebene ~). Umgekehrt ist aueh klar, dal~ je zwei wesentlieh versehiedene 
orientierte Lagen, bei denen dieselben Btindelstrahlen und Btindel- 

9) Vgl. Th. Schmid~ Int. Arch. f. Photogrammetrie 3 (1913), S. 3L6 und 308. 
Hier finder sich auch eine vollst~tndig durchgeftihrte konstruktive L6sung der Auf- 
gabe~ zwei (durch photographische Aufnahmen eines Vierseits bestimmte) kollineare 
Btindel in perspektive Lage zu briugen. 



332 Josef K r a m e s, 

ebenen als Kernachse bzw. als Kernebenen auftreten, durch den soeben 
beschriebenen Vorgang (und eine allenfalls darauffo]gende Xhnlichkeit) 
ineinander tibergehen. Man kann daher feststellen: Die wesentlich ver- 
schiedenen orientierten Lagen zweier aujeinander bezogenen Sehstrahl- 
biindel sind immer paarweise vorhanden. Die beiden orientierten Lagen 
eines solchen Paares sollen ergdinzende heil~en. 

Handelt es sich um Sehstrahlbtindel, die durch zwei Aufnahmen 
eines Raumobjektes aufeinander hezogen sind, so kommt fiir jede 
miigliche Kernachse immer nur e i ne  orientierte Lage in Frage. Bei 
einer photographischen Aufnahme ist n~mlich mit der inneren Orien- 
tierung aueh d ie  Seite der Bildebene (die Sehichtseite der Platte) 
bekannt, auf der das Zentrum und die aufgenommenen Objektpunkte 
sich wiihrend der Aufnahme befunden haben. Damit ist aueh der stets 
zu beaehtende Unterschied zwischen ~,Aufnahmen" und ,,Perspektiven ~ 
gekennzeiehnet lo). 

Wiiren nun die Biindel in der riehtigen Orientierung gegeben und 
wiirde man ~ eines yon ihnen um die Kernachse umwenden (d. h. durch 
den Winkel 7: drehen)~ dann liige jeder Punkt des rekonstruierten 
Objektes fiir eine der Aufnahmen im v i r t u e l l e n  Ranm und nicht im 
eigentlichen Sehraum.  Fiir die Zwecke der praktischen Anwenduug 
hat man daher von je zwei ergdinzenden Orientieru~gen imrner bloj2 
eine zu ber~Tcksichtigen. 

Nr. 2. Zur Rekons t rukt ion  eines ebenen Objektes. 

Liegen beispielsweise alle Punkte P des abgebildeten Objektes 
innerhalb einer Raumebene s, so ist die dutch diese Punkte bestimmte 
Zuordnung zwischen den beiden Sehstrahlbtindeln eine pe r spek t ive  
K o l l i n e a t i o n  mit ~ als Perspektivitiitsebene und [01 02]~k l~ko~ a]s 
Kollineationsachse. In einer solchen Kollineation g'ibt es im allgemeinen 
nur zwei (reelle) Paare yon kongruenten Ebenenbiischeln, die sich 
entsprechen. Es sind dies: Die identisch aufeinander bezogenen Kern- 
ebenenbiischel mit den Achsen k l ~ k ~  und die beiden Ebenenbiischel, 
deren Achsen l~ und l~ zu ~ symmetriseh sin& Diese Btischelpaare 
fallen nur dann zusammen, wenn ] c ~ k ~  zu ~ normal ist. G~be es 
mehr als zwei reelle Paare yon entsprechenden kongruenten Ebenen- 

10) In der Praxis spricht man yon ,Negativstell~eng" bzw. ,,Positivstellung" 
(auch ,Diapositivstellung"), je n~tchdem das Projektionszentrum z w i s c h e n  der 
Bildplatte und dem aufgenommenen Objekt liegt (wie es bei der Aufnahme der 
Fall  war) oder die Bildebene sich zwischen Zentrum und Objekt befindet. Vgl. 
O. v. Grube r ,  a. a. 0., S. 11. 
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btiseheln, dann w~iren die Biindel selbst kongruent, d. h. entweder zu 
symmetrisch oder (liings k ~ k , . )  ineinander verschiebbar (~ im 
Unendliehen). 

Sind umgekehrt zwei Perspektiven eines ebenen Objektes (Gelfindes) 
saint ihren inneren Orientierungen gegeben, so ist damit auch die von 
den Objektpunkten hervorgerufene (allgemeine) Kollineation zwischen 
den Sehstrahlbiindeln bestimmt. Eine solche Kollineation ist bekanntlich 
durch vier ~trahlenpaare allgemeiner Lage eindeutig festgelegt. Um 
diese Biindel in o,'ientierte (in dicsem Fall p e r s p e k t i v e )  Lage zu 
bringen, hat man in ihnen die (einander entsprechenden) k o n g r u e n t e n  
E b e n e n b t i s c h e l p a a r e  aufzusuchen. Man erhi~lt (wie oben) im all- 
gemeinen zwei solche Paare und damit vier paarweise ergiinzende 
LSsungen'O). Wird nun das Btindel O~ festgehalten und das Btindel O~ 
auf  vier wesentlich verschiedene Arten mit O1 in orientierte Lage 
gebracht, so sind die yon den Sehnittpunkten zugeordneter Strahlen 
jeweils erfUllten Felder (Perspektivitiitsebenen) z,, z2~ z3, ~, offenbar 
paarweise perspektiv kollinear. Die zu ergiinzenden orientierten Lagen 
gehSrigen Felder entspreehen sich insbesondere in einer harmonischen 
Raumkollineation 9). Nun gibt es in zwei kollinearen Btindeln im allge- 
meinen auch zwei (reelle) Paare yon k o n g r u e n t e n  S t r ah lb i i s che ln  9). 
Sind im Btindel 01 die Ebenen dieser Biischel bekannt, dann sind je  
zwei der Ebenen ~ zu ihnen und untereinander parallel, also i ihnlich 
aufeinander bezogen. Mittels einer leicht herzustellenden Figur tiber- 
zeugt man sich nun, dag die beiden Projektionszentren hinsichtlich 
zweier Ebenen ~i, etwa h, ~2, auf derselben Seite liegen, w~thrend 
die zu ihnen parallelen Ebenen z 8, s 4 die Zentren voneinander trennen. 
Man folgert daraus (vgl. Sehlug yon Nr. 1 und Ful~n. 9) den 

Satz 1: Ist durch zwei (mit inneren Orientierungen verseheneu) 
Aufnahmen eines ebenen Objektes (Geldindes) eine kollineare Zuordnung 
der Sehstrahlbiindel gegeben, und achtet man darauJ~ daft die Ol~jekt- 
pt~nl~te in den eigentlichen Sehriiumen der Perspektive liegen, so lie/'ert 
die Rel~onstrulction im allgemcinen nut noch zwei LSs~,mgen, die unter- 
einander l~ollinear (und nicht ~ihnlich) sind. 

In Sonderfi~llen kSnnen diese Ltisnngen aueh zusammenfallen 
(s. oben). Es entsteht nun die weitere Frage: Welche der im Satz 1 
genannten L(isungen ergibt den riehtigen Plan des Gelitndes? Um die 
Auswahl treffen zu ktinnen, ohne Raumpunkte aul~erhalb der Objekt- 
ebene r heranzuziehen, mtil~te noch eine geeignete Eigenschaft einer 
in r enthaltenen Figur bekannt sein. Z. B. wiirde es melstens gentigen, 
wenn in einer der Perspektiven die ungefi~hre Lage der Fluchtlinie~ 
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von z bekannt witre. In der Praxis werden nun gewiihnlich mehrere 
Bilder in der Weise hintereinander aufgenommen, daft benachbarte 
Bilder sich zum Teil iibergreifen. Es lii$t sich daher in jedem Bild die 
Flugrichtung ungefKhr angeben und damit ist die riehtige Auswahl 
ebenfalls mSglich; denn die Aufnahmszentren miissen in der gleiehen 
Reihenfolge wie die Bilder aufeinander folgen. Bei der anderen L~isung, 
die nach Satz 1 eine kollineare Verzerrung des Geliindes darstellt, 
ware aber die Reihenfolge der Zentren gegentiber den Bildern im all- 
gemeinen vertauseht. 

Sir. 3. Zur Konst rukt ion  der Kernpunkte  zweier Perspektiven.  

Sind yon einem rKumlich ausgedehnten Objekt zwei Perspektiven 
o h n e  inne re  und g e g e n s e i t i g e  O r i e n t i e r u n g  gegeben~ so kiinnen 
die Kernpunkte u.a. auf Grund des folffenden Hilfssatzes ermittelt 
werden: 

Zu sieben beliebig gewdihlten Punktepaaren P~, P~. (i~---1, 2 . . .  7) 
der Bildebenen I]~ bzw. l-I. gibt es im allgemeinen stets drei Punkte- 

t t  t 

paare ttg:, Hj (j~-11 2, 3), aus denen die Pi bzw. Pi dutch p~ojektive 
Strahlseptupel proji~iert werden 11). 

Die Aufgabe, dutch zwei Gruppen yon je sieben Punkten pro- 
jektive Strahlbiischel zu !egen, wird auch als ,Problem der Projektivitdit" 
der Ebene bezeichnet. Lassen sich nun aus zwei Perspektiven gentigend 
viele Bildpaare P', P"  entnehmen, so ergeben sich die Kernpunkte~ 
wenn man dieses Problem der Projektivitiit ftir mehrere Gruppen yon 
je sieben Bildpaaren liist und das allen Liisungen gemeinsame Punkte- 
paar H', H" aufsucht 12). 

Diese Konstruktion versagt jedoch, wenn zwischen den Bild- 
ebenen I]1, [-[2 eine quadratische VerwandtschaJt ~ besteht, der alle 
vorhandenen Bildpaare P', P" angeh6ren. Denn alle Punktepaare einer 
solchen Vcrwandtschaft werden bekanntlich aus ihren drei Haupt- 

t t z  

punktepaaren Hi, Hj durch projektive Strahlbiischel projlziert Die 
gegebenen Bilder yon Ilaumpunkten~ also selbst oc2 Zuordnungen P' p1, 
lie fern in einem solchen Fall keinen Anhaltspunkt fiir die richtige 
Auswahl der Kernpunkte unter den drei Hauptpunktepaaren yon ~. 

31) l~ber die Literatur dieses Satzes s.E. Mgller-E. Kruppa, a.a.O., 
S. 150, Ful~n. 1). 

1~) Vgl. S. Finsterwalder, a.a.O., S. 10, und E. Mfiller-E. Kruppa, 
a. a. 0., S. 151. 
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Es erhebt sieh sofort die Frage: Welches r:~iumliehe Gebilde, d. h. 
welchc Fli~che bcstimmt durch die c~2 Bildpaare ihrer Punkte P eine 
quadratische Verwandtschaft zwischen I11 und II2 ? Da !~ dutch sieben 

Punktepaare P~-P'~ allgemeiner Lage eindeutig festgelegt ist~a), mu6 
auch diese Fliiche durch die sieben Raumpunkte Pi bestimmt sein. 
Nun liigt sieh durch diese sieben Punkte und die bciden Augpunkte 
01, 02 im allgemeinen eine einzige Fli~che zweiten Grades (P lcgen 14). 
Projiziert man deren Punkte aus 01 und O~ auf [11 bzw. I]~, so erhi~lt 
man eine quadratisehe Verwandtschaft~s), die ebenfalls die sieben 

Panktepaare P~ P~ enth~lt und daher mit ~ identisch ist. Also ist (P 
bereits die gesuchte Fl~tehe. 

Die Hauptpunkte der Verwandtschaft ~ sind: Die beiden Kern- 

punkte K ' ~  0'2 u n d K " ~  0'~, die sich als Schnittpunkte der Kernaehse 

kl-~-ks mit I]~ bzw. [Is ergeben; ferner dic Spurpunktc E'~ F: und E'~F~' 
der dutch 01 bzw. 02 gehenden Erzeugenden el,.f~ und e~,S~ yon q) 
auf ~ bzw. H~. Denn li~6t man etwa P'  eine Oerade g' yon I11 durch- 
laufen, so beschreibt P im Raum aaf q) einen Kegelsehnitt g~ der 
dutch 01 gcht und mit e~;f2 je einen (yon 01 verschiedenen) Punkt 
gemeinsam hat; demnach ist g" ein Kegelschnitt, der durch K", 
E~ und F'2 geht, usw. Man tiberzeugt sich auch leicht, da~ die zu- 

i tr ~ F~r sammengehhrigen Hauptpunkte E~ E.~ und /~ , yon !~ den wind- 
sehiefen Erzeugenden el~ e2 bzw.J~ J~ yon ':P angeh6ren. Die Erzeugcnden 
dieser Paare und die zugehhrigen Hauptpunktc kiinnen auch konjugiert 
imaginiir sein oder zusammenfallen. Aus diesen (~berlegungen ergeben 
sich folgende S~ttze: 

Satz 2: Sind in zwei Perspe/ctiven, deren innere Orientieru~tyen 
nicht bekannt sind~ beliebig vide (oc ~) BildFaare P' P" gegeben, die 
einer quadratischen Verwandtscbaft f~ anyeh6ren, so lieyen die zu- 
gehhrigen Raumpunkte P a u f  einer Fli~che zweiten Grades, die beide 
Augpunkte enthhlt, und es liiflt sich aus diesen Bildfeldern allein nicht 
erkennen, welches der drei Hauptfunktepaare yon ~ aus den Kern- 
punkten dicser Perspektiven bestcbt. 

Satz 2 a :  Aus zwei (ohne innere Orientierungen) gegebenen Auj'- 
naLmen eines Geldndes, das innerhalb des abgebildeten Bereiches mit 
einer dutch bcide Projektionszentren gehenden Flgette zweiten Grades 
iibereinstimmt, lassen sich die Kernpunkte selbst dann nicht e indeu t ig  

~3) H. Schriiter, Crelle J. f. Math. 62 (1863), S. 224. 
~) Enz. M~th. Wiss. III C 2 (0. St~ude), S. 211. 
~) Th. Rcye, Zeitsehr. Math. Phys. 11 (1866), S. 280--310. 

Monatsh. f. M~thematik und Physik. 49. Band. 23 
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ermitteln, wenn die ]3ildpaare yon beliebig vielen GelSndepunkten vor- 
l~anden sin& 

Der schon mehrmals bewiescne Satz, dal~ die Kernpunkte aus 
acht widerspruchsfreien Bildpaaren mittels linearer Operationen ein- 
deut{q gefunden werden kSnnen 1~), ist dcmnach dahin zu ergiinzen, 
day die zugeh6riqcn acht Raumpunkte ]~'einer Fliiche zweiten Grades 
ancjehb'ren dibfen, die beige Projektionszentren enth~lt (vgl. weiter unten 
Nr. 6~ Satz 8). 

Sind hing'egen die inneren Orientierungen der Perspektiven be- 
kannt~ so bestimmt eine quadratische Verwandtschaft ~ zwischen den 
Bildebenen []1, II~ eine ebensolche Verwandtschaft ~ zwischen den 
Sehstrahlbtindeln 0~, 0~. Denkt man sich die orientierte Lage dieser 
Biindel herg'estellt und die zu ~ gehSrige Fliiehe q) (Satz 2)ermittelt~ 
so sing die Hauptstr'ahlen von ~ (s. oben): Die Kernaehse lee--/c~ und 
die dutch 01, 0~, gehenden Erzeugendenpaare % e~ und fl , f i ,  yon (P. 
Da die Strahlenpaare zweier quadratiseh verwandter Btindel aus den 
drei I-Iauptstrahlenpaaren dutch projektive Ebenenbtisehel projiziert 
werden~ ergeben alle Paare yon Sehstrahlen lol, p=, die sieh in den 
Punkten P yon ~P sehneiden, mit den Strahlenpaaren le~ =k,, ,  q e~ 
und f l  f.2 verbunden, jedesmal projektive Ebenenbtisehel. Insbesondere 
deeken sieh die (kongruenten) Ebenenbtischel kl, /c=, d.h. jede ihrer 
Ebenen ist mit tier entspreehenden zusammengefallen. 

Ist ftir eine allgemeine Lage tier beiden Sehstrahlbtindel die 
quadratisehe Verwandtsehaft ~ gegeben, so hat mane um die Btindel 
zu orientieren, jene zwei Hauptstrahlen /c1~/c 2 zu suehen~ die Tritger 
yon entspreehenden k o ~ g r u e n t e n  Ebenenbtiseheln sind. Zwei solehe 
Btisehel sind immer vorhanden, wenn die Sehstrahlbiindel yon zwei 
wirkliehen Perspektiven einer Fliiehe op herriihren. Werden sodann die 
Ebenenbtisehel/Cl,/~ (wie in allgemeinen Fallen) zur Deekung gebraeht 
(es bestehen dabei zwei MSgliehkeiten, s. Sehlug yon Nr. 1), so sind 
damit die Kernebenen und - -  abgesehen yore Ma~stab - -  die Elemente 
der gegenseitigen Orientierung der Aufnahmen gefunden. Ergiinzende 
Orientierungen auger Betraeht gelassen (Nr. 1), kann man also sagen: 

Durch die Punt~tepaare P" P" einer quadratischen Verwa~dt- 
schaft zwischen den Bildebenen H~, []~ si~d die Kernpunk~e und die 
Elemente de," gegenseit,lqen Orieutieruny der Ferspelctiven im allge- 

~6) H. v. Sanden, Die Bestimmung der Kernpunkte in der ]?hotogrammetrie, 
Diss. G6ttingen, 1908; J. Koppmair, Generelle LSsung der Grundaufg~be der 
Plaotogrammetrie, Allg. Verm. Setehr. 43 (1932), S. 39. 
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meinen eindeuti .q bestimmt~ sobald die inneren Orientieru~gen 
bekannt sind. 

Nr. 4. Die orthogonalen Regelflitchen zweiten Grades der  
1Rannigfaltigkeit (~)~). 

Nun kann aber der Fall eintreten~ dal~ neben kl, k~ auch noch 
zwei andere Hauptstrahlen der quadratischen Btindelverwandlschai't 
die Achsen yon entspreehenden k o n g r u e n t e n  E b e n e n b t i s c h e l n  
sind. Ja~ es ist sogar mSglich, dal~ entsprechende Sehstrahlen Pl~ p~ 
aus a l len  drei  Hauptstrahlenpaaren durch k o n g r u e n t e  Ebenen- 
btisehel projiziert werden. 

Um festzustellen~ wann solche Fiille vorliegen, bemerkcn wir 
zuni~chst~ dal~ die oben betrachteten projektiven Ebenenbtisehel q, e2 
bzw. ~ ,  f2 je eineRegelschar tier Fliiche q) erzeugen. Diese ist nfim- 
lieh dttrch das windschiefe Erzeugendenviereck e~j~ e:,f: und einen 
allgemein liegenden Fliichenpunkt P eindeutig festgelegt und dieselben 
Elemente bestimmen auch die Projektivitaten zwischen den genannten 
Btiseheln. 

Es gibt nun besondere Regelfliichen zweiten Grades, die durch 
(reelle) kongruente  Ebenenbiisehel erzeugt werden k6nnen ~); es sind 
dies die orthogonalen Keyel, die orthogonalen H~perboloide und (als 
deren Grenzfalle) die gleichseitigen hyperbolischen (ktirzer: orthog~molen) 
t'araboloide, seblieglieh die Drehzylinder und die gleichseitigen hyper- 
bolischen Zylinder. Wir wollen diese Fl~tchen zusammengefal~t 
orthogonale Regelflitehen zweiten Grades nennen. Jede solche 
Fliiche ist  durch ~1  (der Drehzylinder sogar dutch co~) Paare yon 
kongruenten Ebenenbtischd erzeugbar. Bei den windsehiefen Fli~chen 
dieser Art gibt es ftir jede Erzeugendenschar ool solche Ebenen- 
btischelpaare. Je zwei Erzeugenden (derselben Schar), aus denen die 
Fliiehe (die andere Schar) durch kongruente gbenenbtischel projiziert 
wird~ sollen adjungierte Erzeugenden heil~en. Beim orthogonalen 
Kegel sind die Paare adjungierter Erzeugenden zu jener Hauptebene ",] 
symmetrisch, die zu den Ebenen der reellen Kreisschnitte normal ist. 
Zu diesen Ebenen sind aueh die in :q befindliehen Scheitelerzeugenden 
normal. Letztere fallen mit ihren adjungierten Erzeugenden zusammen 
und sollen Raupterzeugenden heil~en. Obrigens ist jeder Kegel 
zweiten Grades orthogonal, der eine Erzeugende enthiilt, die zur Ebene 
eines reellen Kreisschnittes normal ist. 

,7) H. Schr6ter~ Theorie der Oberfl~tchen zweiter Ordnung, usw, Leipzig 
1880, w167 12, 25. 

23" 
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Ein ortho~/onales Hyperboloid ~ hat einen orthogonalen Kegel 
zum Asymptotenkegei. Bezeiehnen a und b die groge bzw. kleine reelle 
Halbaehsenstreeke undc den absoluten Betrag der imagini~ren Halbachse, 
so ist & dann nnd nur dann orthogonal, wenn dis Relation 

1 1 L = 0  
a-' b-" + c-" (1) 

erftillt ist is). ae zwei adjungierte Erzeugenden eines orthogonalen Hyper- 
boloides sind stets a e h s i a l - s y m m e t r i s e h  in bezug auf die Haupt- 
achse der Kehlellipse. Beim orthogonalen Paraboloid und beim gleieh- 
seitigen hyperbolisehen Zylinder sind je zwei zur Aehse symmetrisehe 
Erzeugenden adjungiert und beim Drehzylinder ist sehliel~lich jede 
Erzeugende zu jeder anderen adjungiert. Die zu sich selbst adjungierten 
Scheitelerzeugenden eines orthogonalen Hyperboloides (oder Paraboloides) 
wollen wit ebenfalls Haupterzeugenden nennen. 

Das Erzeugnis zweier p e r s p e k t i v  liegenden kongruenten Ebenen- 
btischel zerfiillt in zwei zueinander normale Ebenen, niimlich in dic 
Symmetrieebene der beiden Biischel und die Verbindungsebene der 
Biischelaehsen (vgl. Nr. 2). Umgekehrt kiJnnen je zwei normalc 
Ebenen ~1, s2 stets (und zwar auf 002 Arten) als zerfallendes Erzeugnis 
zweier kongruenter Ebenenbiischel erhalten werden. Deren Achsen be- 
finden sich in r (oder %) und sind zur Sehnittgeraden dieser Ebenm~ 
symmetrisch. Die Paare normaler Eb~nen bilden mithin die zerfallende~ 
orthogonalen Regelfldchen zweiter Ordnung. Insbesondere ergibt j ede 
Ebene  zusaramen mit der F e r n e b e n e  ein solches Paar. 

Sei nun ~ eine orthogonale Regelftiiche zweiten Grades und 
projizieren wir diese aus zwei Zentren 01, 02, die auf zwei (reellen 
getrennten) adjungierten Erzeugenden el bzw. e~ dieser Fli~ehe liegen, 
so werden die ~ Strahlenpaare I)lP~ der quadratiseh verwandten 
Sehstrahlbtindel sowohl aus der Kernaehse kl =k~ als aueh aus den 
Hauptgeraden el und e2 dutch kongruente Ebenenbiischel projizierl. 
Bringt man nun die beiden (starr gedachten) Biindel in eine solchc 
Lage, dal~ el, e~ und desgleichen alle entsprechenden Ebenen dieser 
kongruenten Biischel zusammenfallen, so ge]angen je zwei Sehstrablen 
Pl~ P~, die sieh zuerst in einem Punkt P yon -Q schneiden, abermals 
in eine und dieselbe Ebene, niimlich in [ej pl]=[<_ p,,]. Man kann 
daher sagen: Alle SehstraMenpaare, die sich in der ursFriinglic~,en 
Lage der Biindel 01~ O2 geschnitten haben~ schneiden sich auch in der 

,s) H. S c h r 6 t e r ,  a. a. 0 . ,  S. 180, 189. 
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ne~en La(je der beiden Bi~ndel. Diese sind also wieder orientiert, nur 
ist jetzt el--e~ die Kernaehse. 

Wir zeigen sogleieh, da$ die Schnittpunkte zugeordneter Seh- 
strahlen aueh in der zweiten Lage eine orthogonale Regelfl~iche zweiten 
Grades t), ~ erfiillen. Zn diesem Zweck beaehten wir, da$ die ~1  
Strahlenpaare Pl, P2 der urspriinglichen Lage, die einer Kernebene 
z 1 - -  z 3 angehiiren~ zwei projektive Strahlbiisehel bilden; deren Erzeugnis 
ist j~ die Sehnittkurve zweiter Ordnung s yon tl  mit z , - - z  3 Naeh 
der Vereinigung der Ebenenbiisehel el und e, sind diese Strahlbiisehel 
perspektiv geworden, denn die Schnittpunkte entsprechender Strahlen 
miissen jetzt auf der Sehnittgeraden der (nicht mehr vereinigten) 
Ebenen zl und z3 liegen. Da welters die (durch k l - -k2  gehenden) 
Ebenenpaare z~, z2 in der neuen Lage kongruente Ebenenbtischel mit 
(im allgemeinen) windschiefen Aehsen k ~ k ~ bilden, ist t l  ~ tatsiich- 
lich als Erzeugnis dieser Btischel eine orthogonale F]iiche 
zweiten Grades. 

Im vorliegenden Fall k(Innen also die beiden (quadratlsch ver- 
wandten) Sehstrahlbtindel auf zwei~qzal z w e i  wesentlich verschiedene 
Arten in solehe Lage gebracht werden, daft jed~r Sehstrahl seiuen 
zug~ordneten schneidet. Wi~ren die durch 01, 03 gehenden Erzeugenden 
j~./~ der anderen Sehar yon t l  gleiehfalls adjungiert (und nieht 
zusammengefallen), dann giibe es tiberdies noeh ein d r i t t e s  Paar yon 
ergi~nzenden orientierten Lagen. Man hat somit folgende Ergebnisse: 

Satz 3: Wird eine orthogonale Regelfldche zweiten Grades tl  aus 
d~m Zentren 0~, O~ projiziert, die auf  zwei (oder aut" zweimal zwei) ge- 
trennten adjungierten Erzeugenden yon ~), liegen, so sind die beiden 
Sehstrahlbiindel derart ffuadratisch aufeinander bezogen, daft sie auf 
~,toei(bder d r e i - ) m a l  x,t~ei wesentlich versehiedene Arten orientiert 
~cerden t~Gnnen. 

S a t z 3 a :  Aus zwei (mit inneren Orientierungen versehenen) 
photographischen Aufnahmen eines Geldndes. das innerhalb des betraeh- 
teten Bereiches mit einer orthogonalen Regelfliiche zweiten Grades (.1 
iibereinstimmt, vonder zwei (oder zweimal zwei) getrennte adjungierte 
Erzeugenden durch die Projelctionszentren O~ bzw. 03 gehen, lassen sich 
die Kernpunkte und die gegenseitige Orientierung selbst dann ~,icht  
e indeu t i .q  ermitteln, wenn noch so viele Gel~ndepunkte in beiden AuJ'- 
nahmen deutlich abgebildet sind. 

Sind die Zentren 0~, 03 im Raum gegeben, so gibt es c ~  ortho- 
gonale Regelfi~tchen t] yon der im Satz 3 genannten Art. Denn diesen 
Fliichen sind unter allen ~ Fliichen zweiten Grades des Raumes 
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vier einfache Bedingungen auferlegt. Dies bestiitigt sich auch im Laufe 
der spiiteren ~berlegungen. Wir wollen die Mannigfaltigkeit aller 
orthogonalen Regelflaehen zweiten Grades, yon denen zwei adjungierte 
Erzeugenden durch 01 bzw. 02 gehen, mit (f~) bezeichnen. Nach einer 
frtiheren Bemerkung geh0ren zu (~)~) aueh alle Paare normaler Ebenen, 
yon denen eine Ebene eine Kernebene ist. Eine systematische 
Besprechung der versehiedenen Sonderfiille soll weiter unten erfolgen 
(Nr. 7). Vorerst wollen wit die Punktverwandtschaft zwisehen den 
FIEchen ~ und ~o nigher untersuchen. 

Nr. 5. Die Punktverwandtsehaft ~. 

Wir betraehten wieder zwei quadratiseh verwandte Sehstrahl- 
biindel~ die neben der orientierten Lage 01~ O~ und deren Erg~tnzung 
(s. Nr. 1) noeh eine zweite (wesentiich versehiedene) orientierte Lage 01,~ 0~~ 
einnehmen kiinnen. Die Kernachsen dieser Orientierungen seien: 
kl = k2 ~ [0, 03] bzw. e ~ ~ e~ = [0 ~ 0~ Ordnet man nun jedem Schnitt- 
punkt P zweier zugeordneter Sehstrahlen Pl P~ yon 01~ 0,. den Schnitt- 

puukt po der ihnen entsprechenden Strahlen p~,p~ yon 0 ~ 0 ~ zu, so 
sind die yon den Punkten P und po erFfillten orthogonalen Regel- 
fiiiehen zweiten Grades Q und ~o (Nr. 4) eineindeutig aufeinander 
bezogen. Diese Punktverwandtschaft soll abgektirzt mit ~ bezeichnet 
werdcn. Sie ist jedenfalls ke ine  Kollineation, weil ja - -  wie oben 
gezeigt wurde -- j edem Kernschnitt zweiter Ordnung s yon s eine 

(k~ und k~ schneidende) Erzeugende s o yon ~(~() entsprieht. Man erkennt 
leicht~ daf~ aueh umgekehrt zu den Kernschnitten zweiter Ordnung 
fo  yon f~o die e 1 und e~ sehneidenden Erzeugenden y~ yon ~] gehSren. 

Sei ferner c (d ~ ein auf t2 (bzw. f~o) befindlicher Kegelschnitt, 
der 01, O~ (0~,O ~ nicht enthalt. Die Punkte P yon c (QO yon d o ) 
werden aus 01~ 03 (0~ 0~) durch projektive Kegel zweiter Ordnung pro- 

jiziert, die el, e2 (k~ k ~ als Erzeugenden enthalten. Diesen Kegeln 
entspreehen in der anderen orientierten Lage Zwei Kegel zweiten 
Grades mit der gemeinsamen Erzeugenden el~ ~e2~ (kl ~k~).  Damit ist 
klargestellt, da[~ den Punkten eines beliebigen ebenen Schnittes c (d ~ 
yon ~] (bzw. ~)o) auf ~o(~)  im allgemeinen die Punkte einer Raum- 
kurve d r i t t  er Ordnung  c o (d) zugeordnet sind, die dureh 0 ~ 0~ 
geht. Im Besonderen entspricht aueh der Fernkurve u (v ~ von ~ (~]o) 
eine solche Kurve dritter Ordnung u ~ (v). Ausgenommen sind nur die 
schon erwiihnten Kernschnitte und jene Kegelschnitte yon ~)~ (~o), die 
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blofi e inen  der Btindelseheitel O~ oder 0_~ (0  ~ oder 0 ~ enthalten. Den 

letztgenannten Kurven entspreehen die dureh 0~ oder  0 ~ (0~ oder  0~) 
gehenden Kegelschnitte yon ~o ((.)~). 

Man kann aueh sagen: A u f  jed~m cbenen Schnitt c yon (.)~ .q~bt 
es drei Punkte~ denen zufolge ~3 drei Punkte eines beliebig gewiihlten 
ebenen Schnittes d ovon  Do zugeordnet slnd. Man erh~lt diese drei 
Punktepaare, wenn man die c und d o entsprechenden Raumkurven 
dritter Ordnung c~ und d mit d o bzw. c zum Schnitt bringt. Ivsbesondere 
enthdilt 3"ede dieser Fldichen drei und nur drei Fernpunkte~ denen au f  
der anderen wieder drei Fernpunkte entsprechen. Die Lag e dieser 
Punkte wird weiter unten festgestellt. 

Weiters liil~t sich zeigen~ da$ die Schar (e~) der zu ex, e2 wind- 

sehiefen Erzeugenden e~ yon t2 zufolge ~3 auf die k ~ k~ enthaltende Er- 

zeugendenschar (k~) yon .Qo eineindeutig abgebildet ist. Die Raumkurve 
dritter Ordnung c o, die einem Kegelschnitt c entspricht, zerf~tllt niimlich 

in einen Kernschnitt f o u n d  eine Erzeugende k ~ yon .(to wenn die 
Ebene yon c die Fl~tche ~)~ bertihrt, d. h. je eine Erzeugende beider 
Scharen enth~ilt. Den Erzeugenden e~ und e~ sind im besonderen die 

Erzeugenden k ~ bzw. k~ zugeordnet. Dies stimmt auch mit folgendem 
tiberein: Die projektiven Ebenenbtischel mit den Aehsen f~, f : ,  
welehe die Schar (e~) yon .()~ erzeugen, sind in der zweiten orientierten 

Lage in die projektiven Ebenenbtisehel mit den Achsen j o  fo tiber- 

gegangen und diese Biisehel erzeugen die Sehar (k~) von ~o. Die Ge- 

raden f~.f~ (f~,/ '~) und die Erzeugenden e~ (k ~ sind also die einzigen 
Geraden au f  (.~ ((.~o), denen a u f  der anderen ffldiche wieder Geraden 
cntsprcchen. Die Strahlenpaare Pi, P~ yon 01, 02, die sich in den 
Punkten einer Erzeugenden e~ schneiden, bilden mithin in der anderen 
Lage abermals perspektive Strahlbtischel; ihre Perspektivitiitsachse ist 

d ie  zugehSrige Erzeugende k ~ Damit ist auch bewiesen, dal~ die Punkte- 

paare P, po auf zwei entsprechenden Erzeugenden e~ und k ~ projektive 

Punktreihen bilden. Auch auf den Erzeugendenpaaren f l , f~  und ~.,, jo  
sind projektive Punktreihen vorhanden. 

Werden ~Q und -(2 ~ aus zwei beliebigen ihrer Punkte, die sich in 
entspreehen, auf zwei Ebenen projiziert, so ergeben sich q u a d r a t i s c h  
v e r w a n d t e  F e l d e r  mit den Bildern yon k ~ = k 2 ,  e~ e 2 bzw. von 

0 0 ~0 0 e~-~-e2~ 1, k2 als Hauptgeraden. Mithin kann ~3 auch als ,spezielle 
qua d r a ti s c h e Verwctndtschaft zwischen ~ und (.~o angesehen werden. 
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Aus obigem ergibt sich ferner unmittelbar, dalt irgend vier 
Punkten A, B, C, D yon ~-)~, die einer Ebene r angehSren~ im allge- 
meinen immcr vier Punkte A ~ B~ C ~ D o yon .Qo entsprecben, die 
n i ch t  in einer Ebcne liegen. Der Schnittkurve yon s mit ~(~ entspricht 
ja  eine Raumkurve dritter Ordnung auf ~]o. Wird vorausgesetzt, da~ 
keine Tangentia]ebenc von O. ist und weder 01 noch 02 enthiilt, lind 
lagen die Punkte A ~  ~ C O , D o dennoch in eincr Ebenc s o , dann 
wiiren die beiden orientierten Lagen dcr Biindel cntwcder erg~tnzcnd 
oder nicht wesentlich vcrschieden. Wir sto~/en niimlich auf eincn 
Widerspruch, wenn wir in einem solchen Fall annchme~), da~ die 

Kcrnachsen 1~1~k2 und e ~ e ~  dieser Lagen verschieden sin& Denn 
dutch die Punkte A B C D  yon -: (oder A ~  ~ C o D O yon r ist zwi- 
schen den Sehstrahlbtindeln (oder zwischen den ebenen Feldern s und s ~ 
eine (allgcmeine)Kollineation festgelegt (Nr. 2) und durch zwei weitere 
Punkte, die au~crhalb r oder s o der Fli~ehe -Q bzw. Qo (nicht aber 
derselben Kernebene) angehSren I w~ren die Kernachsen der Biindcl 
e i n d e u t i g  bestimmt 19). 

Damit sind die wichtigsten Eigenschaftcn der 1)unktverwandt - 
schaft ~ angegeben. Halten wit folgende Ergcbnisse fcst: 

Satz 4: Lassen sich zwei ~uadratisch verwandte ]fliindcl in zwei 
(oder drei) wesentlieh versc]dedene (nicht erg(inzende) orienlierte Lagen 
bringen~ so erfiillen di~ jeweiligen Schnittpunkte zugeordneter Biindel- 
strahlen zwei (drei) orthogonale Regelfl(ichen zweiten Grades der 
Mannigfaltigl~eit (~) und diese Fl~ichen sind dabei (paarweise) ein- 
eindeutig r aufeinander bezogen. 

Die zu zwei crgiinzcnden Oricntierungen gehSrigen Fliichen Q sind 
hingegcn nach Nr. 1 (vgl. Fu~n. ~) h a r m o n i s c h  k o l l i n e a r .  Bezeichncn 

al o Q oi o; . , a  o ? o~ o';o": zw i w   ,tlioh versohiCd n  Crg n- 
zende Paare yon: oricntierten Lagen der beiden Btindel und "Q1 "(Y 
bzw..(]o, ~,~ die entsprechenden orthogonalen Regelfliichen zweiten 
Gradcs~ so gilt fiir die Fli~chenpaare -(-).(.)o, gs ~),,, (.], .Qo, ~]~ ~),~ der 
Satz 41 wi~hrend ~] und ~ '  bzw. ~o und -Q", wie gesagt I harmonisch 
kollinear aufeinander bezogen sind. 

Wir betrachten nochmals die Raumkurven dritter Ordnung u ~ und v 
yon .(]o bzw. ~Q, die den Fernkurven zweitcr Ordnung u und v ~ yon-Q 
bzw. ~)~() zufolge ~ ent.~prechen. Es liifit sich nachweiscn, dab u ~ (v) 

tin gerader lc,~bischer Kreis ist 1 auf dem 0~, O~ (0~ 1 0~)liegen (und zwar 
symmetrisch zum Kurvenscheitel). Zu diesem Zweck beachten wit, da~ 

~) s. Finsterwalder,  a. a. 0., S. I0, und Th. Schmid, a. a. 0., S. 307. 
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u 0 
die beiden (kongruenten) orthogonalen Kegel co~, o~ (%, ?~), die u (v~) 

, /O~ 0 ~ aus O~ O~ ~ 1, 2)projizieren, in der anderen orientierten Lage (bei 
der r ~ (o~ und  uO = [,~ (o~] bzw. % ~ ?o und v = [71%] ist) aus allen 
jenen Strahlen zweier kongruenter Biindel bestehen, die ihre ent- 
spreehenden Strahlen sehneiden. In der Tat sind die beiden Sehstrahl- 

btindel 01 02 (bzw. O~, 0~) dureh die Punkte der Fernebene kongruent 
aufeinander bezogen und alle Strahlenpaare, die sich auf (u)v  ~ 
sehneiden, sehneiden sigh auch in der anderen Orientierung. Zwei 
kongruente Btindel allgemeiner Lage erzeugen aber immer einen 
geraden kubisehen Kreis~176 Die reellen Asymptoten der geraden 
kubisehen Kreise v und u ~ mtissen zu je  einer Haupterzeugenden 

e~ bzw. k ~ der Sehar (ei) bzw. (k ~ yon ~)~ bzw. ~2 ~ parallel sein. Die 
anderen Haupterzeugenden dieser Seharen spielen jeweils in den 
erganzendenOrientierungen die gleiehe Rolle ~o). Man erkennt nun aueh 
folgendes : 

Von den drei Paaren entsprechender Fernpunkte der Fl~chen 
(.)- und [~o ist im allffemeinen nur eines reell~ namlich jenes, das yon 

den Fernpunkten zweier entsprechenden Haupterzeugenden e, und k ~ 
gebildet wird, die iibrigen bestehen aus den absoluten Punkten der zu 

e, bzw. k"~ normalen Stellung 2o). Dies hat u. a. zur Folge, do~ ) allen 

Kreisen au f  (.)~ ((~o), deren Ebenen zu e, (bzu,. k~ norm~d sind~ in der 
Panktverwandtschaft ?~ (im allgemeinen s e h i e f e )  kubische Kreise a u f  
(.)o (bzw. (-)~) entsprechen. 

In Sonderfiillen kSnnen die kubischen Kreise u ~ und v auch zer- 
fallen (Nr. 7, Fall 1, 2~ 4, 5, 6). 

.~0) Dag der 0rt  der Sehnittpunkte entsprechender (und inzidenter) Strahlen 
zweier kongruenter Sehstrahlbiindel im allgemeinen eine solche metrisch spezielle 
Raumkurve dritter 0rdnung (Horopterkurve) ist, hat als Erster H. v. H e l m h o l t z ,  
Poggend. Ann. 123 (1862), S. 158, angegeben. Vgl. aueh W. Ludwig ,  Die Horopter- 
kurve (Math. Abh. aus dem Yerlage 5I. S c h i l l i n g ) ,  Halle a. d. Saale, 1902, sowie 
Enz. Math. Wiss. I I I C 2  (0. S taude) ,  S. 233. - -  Jeder Kegel, der einen geraden 
kubischen Kreis aus einem seiner Punkte projiziert, ist ein orthogonaler Kegel, 
yon dem eine Haupterzeugende durch den Kurvenscheitel geht, w~thrend die andere 
zur reellen Asymptote der Kurve parMlel ist (vgl. J. K r a m e s ,  Sur une propridt6 
remarquable du cercle cubique droit, Mathesis 51, Brassel 1937, S. 39--41). Da je 
zwei adjungierte Erzeugenden ea, e 2 eines orthogonalen Hyperboloides P. mit jeder 
Haupterzeugenden yon ~, also auch mit jeder Haupterzeugenden der orthogonalen 
Kegel %, % gleiehe Winkel bilden, bestatigt sich damit, dag 0~, O~ ~ (0~, 0.2) zum 
Scheitel yon u ~ (v) symmetrisch liegen. Bei den erg~tnzenden Orientierungen vet- 

o 0 o 0 tausehen die Haupterzeugendenpaare von %, ~o~ (?a, ~ )  bzw. ("i, ~~ (%, 72) ihrc Be- 
det~tung hinsichtlich der entsprechenden geraden kubisehen Kreise. 
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Nr. 6. i l l gemeins te r  Fall  der mehrdeut igen 0 r i en t i e rung  zweier 
SehstrahlbiindeL 

Es ist noeh die Frage zu untersuchen, ob nicht auch dutch die 
Punkte yon anderen Raumgebilden (FI~tehen) eine solche Zuordnung 
zwischen den beiden Sehstrahlbtindeln verursaeht wird, da/2 diese auf 
meI~rere wesentlich verschiedene Arten orientierbar sind. Wir denken 
uns ztl diesem Zweek alle Punkte des Raumes aus den beiden Zentren 
O1, O~ auf []1 bzw. l] 2 projiziert und nennen irgend zwei Strahlen der 
beiden Btindel, die sich in einem Raumpunkt schneiden, konjugierte 
Sehstrahlen. Je zwei solehe Strahlen gehSren einer dutch kl ~---k~ ~ [01 03] 
gehenden Kernebcne an. Jedem Strahl dureh 01 (02) entsprechen dem- 
nach cr 1 konjugierte Strahlen, niimlich die Strahlen des Btischels mit 
dem Scheitel O~ (0~), das in derselben Kernebene liegt. Alle c~ 3 der- 
artigen Zuordnungen bestimmen zugleich die Paare yon kon]~tgierten 
St~uhlen 2~) einer ausgearteten Korrelation zwischen den Btinde]n 01 
und O~. In dieser Korrelation entspricht jedem Strahl des einen Btindels 
die mit ihm inzidente Kernebene~ der Kernaebse aber (in beiderlei Sinn) 
j e d e  Ebene des anderen Biindels und schliel~lich gehSren zu jeder 
Ebene der beiden (zusammengefallenen) Kernebenenbiischel die ~ in 
ihr enthaltenen Strahlen des zweiten Btindels. 

Nimmt man zwei Biindel konjugierter Sehstrahlen Or, O~ aus 
ihrer urspriinglichen (perspektiven) Lage und bringt man sie in eine 

andere gegenseitige Lage 0~, 0~ ohne dabei die frUhere Zuordnung 
konjugierter Strahlen zu verandern, so wird immer noeh jeder Strahl 
beider Btindel yon mindestens einem konjugierten Strahl gesehnitten. 
Denn die beiden Kernebenenbtisehel bilden jetzt kongruente Ebenen- 
btisehel mit (ira allgemeinen) windsehiefen Aehsen, so dall jeder Punkt 
auf der Sehnittgeraden zweier entspreehenden Ebenen dieser Btisehel 
aueh als Sehnittpunkt zweier konjugierter Sehstrahlen erhalten wird. 
Das Erzeugnis dieser Ebenenbtisehel ist aber eine orthogonale Regel- 
fi~tehe zweiten Grades ~)o oder eine Ausartungsform einer solehen 

(Nr. 4). Die Paare konjugierter Strahlen p~,~ p2~ yon O~,~ O o2~ die sieh in 
den Punkten po yon ~o schneiden, entspreehen sich daher in einer 
quadratischen Verwandtsehaft (Satz 3). ~bertr~gt man diese Paare in 
die urspriingliehe Lage der Btindel, so sind auch diese quadratisch 
aufeinander bezogen~ wobei die Schnittpunkte zugeordneter Strahlen 
wieder eine orthogonale Regelfii~che zweiten Grades ~ erfiillen. Den 

0 o 0 0 Kernebenenbtiseheln yon 01, 0.~ mit den Aehsen e,, e,2 entspreehen niim- 

2~) Enz Math. Wiss. IIIA B 5, S. 411. 
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lieh in O~, O~ die kongruenten Ebenenbiisehel mit den (ira allgemeinen) 
windsehiefen Aehsen % e~. Damit sind folgende Ergebnisse gewonnen: 

Satz 5: Wird der Raum aus zwei Zentren O~ und 02 projiziert 
,nd nennt man je zwei Sehslrahlen Pl, t)2 der beiden Biindel 01~ 02 
konjugiert ,  die sich in irgendeinem Raumpunkt P schneiden, so gibt es 
nach jeder gegenseitigen Verlagerung dieser Biindel immer noch o~2 
t~aa~e konjugierter Strahlen, die sich schneiden. Die Schnittpunkte 
dieser letzteren Strahlenpaare er~211en in der neuen und in der 
urspriinglichen Lage je eine o r t h o g o n a l e  Rege l f l i i chv  ~ w e i t e n  
Grades ,  yon der zwei~ a d j u n g i e r t e  E r z e u g e n d e n  dureh die 

jeweiligen Biindelscheitel gehen: 

Oder kurz gesagt: 

Satz 5 a :  Zwei starre Biindel konjugierter Sehstrahlen erzeugen in 
jeder beliebigen gegenseitigen Lage eine orthogonale Regelfl~iche zweiten 
Grades 22) der Mannigfaltigkeit ((~). 

Wird das Btindel O~ festgehalten und das andere in alle oo ~ mSg- 

lichen Lagen O ~ gebracht, so erhiilt man naeh Obigem c~ ~ quadratisehe 

Verwandtschaften zwisehen O1 ~ und 0 ~ Zu diesen gehSren aber nur cc '~ 
quadratische Verwandtsehaften zwischen den Btindeln O1, Oo, weil je  cc ~ 

Lagen yon O ~ die durch die Streckungen aus O ~ ineinander iibergehen~ 
immer dieselbe Verwandtsehaft zwisehen O~ und O~ bestimmen. Da um- 
gekehrt jeder zu O~, O2 gehSrigen Fli~che ~)~ nach Satz '3 ~ solche 

Lagen yon O ~ entsprechea, besti~tigt sich damit, dal~ die Mannigfaltig- 
keit ([~) aus c~ ~ Flachen ~ besteht (Nr. 4, letzter Absatz). 

Ist nun durch die Punkte einer Raumfigur eine hinreichende 
(endliche oder unendliche) Anzahl yon Paaren zugeordneter Sehstrahlen 
gegeben und lassen sich die so aufeinander bezogenen Btindelfiguren 
auf zwei-(oder drei-)mal zwei wesentlich verschiedene Arten orientieren, 
so kann man sich diese Btindelfiguren in der ersten Orientierung aus 
zwei perspektiven Btindeln konjugierter Sehstrahlen, in einer zweiten 
(nicht ergi~nzenden) Orientierung aus einer anderen gegenseitigen Lage 
dieser Biindel herausgegriffen denken. Nach Satz 5 gehiiren dann die 

~) Dies ist eigentlich nur ein ;Sonderfall des bekannten Satzes yon der 
Erzeugung einer Flache zweiten Grades durch zwei korrelative Biindel (Enz. 
Math. Wiss., HI C 2 [0. Staude], Nr. 47), denn der Schnittpunkt eines Btindel- 
strahls mit der entsprechenden Ebene des anderen Btindels kann immer als 
Schnittpunkt zweier konjugierter Strahlen dieser Korrelation angesehen werden; 
vgl. Fufln. 31), 
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Schnittpunkte zugeordneter Strahlen in beiden Orientierungen je einer 
orthogonalen Regelfi~che zweiten Grades an and dies liefert dan 

Satz 6: Dge Rau'mfiguren, deren siimtliche Punkte einer or tho-  
f f o n a l e ~  l~egelf l i iehe z w e i t e n  G r a d e s  angeh6ren, vonder zu 'ei  
(oder z w e i m a l  zwei )  g e t r e n n t e  a d j u ~ g i e r t e  ~Erzeugenden 
d u t c h  d ie  Prq jek t ionsze~ t t r en  gehen~ sind die e i n z i g e n  Raum- 
gebild G die eine ~'olche Zuordnung zwischen den beiden Sehstrahlbiindeln 
verarsachen, d ~  diese auf  zwei(oder drei-)mal zwei wesentlich ver- 
schiedene Arten orientierbar sind. 

Aus den Siitzen 4, 6 und 1 ergibt sich nunmehr der 
Satz 7: Lassen sich zwei aufeinancler bezogene Sehstrahlbiindel 

in zwei (oder drei) wesentlich verschiedene (nicht erg~inzende) orienti~rte 
Lagen bringen, so liegen die von den Schnittpunkten zuyeordneter 
Strahlen jeweils erfiillten Raumfiguren auf  or tho[ Ionalen  Rege l -  
f l i i chen  z w e i t e r  O r d n u n g  d e r  M a n n i g j ' a l t i g k e i t  (~)~) und diese 
Fl?ichen sind in, allgemeinen eineindeutig quadratisch aufeinander ab- 
yebildet. Diese Verwandtschaft reduziert sich nur daun auf eine 
Kollineation~ wenn die Raumfiguren eben sind. 

Sind die Bildpaare der Punkte einer Raumfigur gegeben, die 
einer Fliiche (.] angehSrt, und ist dadurch die quadratische Verwandt- 
sehaft zwischen den Sehstrahlbtindeln n ich t  e i n d e u t i g  (oder iiber- 
haupt nicht) bestimmt~ so kann es natiirlich auch m e h r  als dre i  
(unendlichviele) wesentlich versehiedene Paare von Orientierungen 
geben. Hither geh6rt z. B. der yon E. Kruppa  behandelte Fall eines 
r~tumlichen Fiinfeckes (s. Einleitung). Ermittelt man in diesem Fall ftir 
irgendeine orientierte Lage der Sehstrahlbfindel die Schnittpunkte der 
ftinf vorhandenen Sehstrahlenpaare and sacht man alle Fli~chen der 
Mannigfaltigkeit (t2), die durch diese fiinf Punkte gehen~ so erhiilt 
man nach den Siitzen 3~ 5 and 7 unter den (yon E. K r u p p a  nach- 
gewiesenen) 22 LSsungen alle reellen. Um aueh zu den imaginiiren 
LSsung'en zu gelangen, mtigte man in iihntieher Weise mit jenen 
besonderen Fliiehen zweiten Grades ~)~ (dreiaehsigen Ellipsoiden oder 
zweischaligen Hyperboloiden) operieren, die sich dureh imagini i re  
k o n g r u e n t e  Ebenenbiisehel (mit imaginiiren Tri~gern erster Art, well 
ja 01 und 02 reell sein sollen) erzeugen lassen. Nach obigem wtirde 
es dann insgesamt 10 Fliichen ~Q geben, die dureb O~ 02 und ftinf 
(allgemein gelegene) Raumpunkte bestimmt sind. Wenn niimlich dabei 
etwa m orthogonale Fliiehen (-] (mit ~ reellen Erzeugenden) vor- 
kommen, so sind damit naeh Satz 6 in beiden Sehstrahlbiindeln je 
m + t reelle Geraden als Kernaehsen wiihlbar, wiihrend die anderen 
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10---m Fl~tehen [~ (yon der letztgenannten Art) in diesen Btindeln 
blog auf je sine imugini~re Kernaehse ftihren. Zu jeder dieser reellen 
und imaginiiren Kernaehsen gehSren sodann zwei ergiinzende 
Orientierungen 2~). 

Man beweist jetzt auch mittels der Siitze 3 und 6 (vgl. Einleitung 
und Nr. 3, Fu6n. ~) den 

Satz 8: Durch die Bildpaare P', P" yon sechs (odcr mehr) 
Raumpunkten ,end die inneren Orientierungen der Perspektiven sind 
die Kernpunkte dann und nut dann e i n d e u t i g  bestimmt~ wenn diese 
Raumpunkte k e i n e r  o r t h o g o n a l e n  F l d c h e  z w e i t e n  Grades  
angeh6ren, y o n  der  z w e i  (nicht zusammenfallende) a d j u n g i e r t e  
.Erzeugender t  d u r c h  d ie  P r o j e k t i o n s z e n t r e , ,  gehen .  

Well jede Ebene des Raumes im Verein mit der zu ihr normalen 
Kernebene eine zu (D~) gehtirige zerfallende Fliiche zweiter Ordnung 
bildet (Nr. 4), sind damit aueh alle Fiille gekennzeiehnet, bei denen 
die sechs Punkte auf einer Ebene (insbesondere auf einer Geraden) 
liegen (vgl. Nr. 2, Satz 1 und Nr. 7, Fall 9) oder etwa auf zwei wind- 
schiefen Geraden verteilt sind usw. 

Man erkennt zugleieh~ daft die in Nr. 2 behandelte Rekonstruktion 
eines ebenen Objektes bloJ) einen Sonderfall des Satzes 3 oder 3a be- 
trifft. Denn die quadratische Verwandtschaft ~ der beiden Sehstrahl- 
biindel zerfiillt in eine p e r s p e k t i v e  und eine zwei faeh  s ingu l i i r e  
Ko l l inea t ion ,  wenn die F1Eche s in eine (beliebige) Ebene und die 
dazu normale Kernebene zerfiillt. 

Im Interesse der Genauigkeit wird in der Praxis wohl noch ge- 
fordert werden, da6 die im Satz 8 genannten Bildpaare auf den beiden 
Bildfeldera nieht ungtinstig verteilt sind. 

Nr. 7. Sonderfiille. 

Wie in Nr. 4 niiher erkliirt wurde, gehSren zu den orthogonalen 
Regelfiiichen zweiten Grades die orthogonalen Hyperboloide, die ortho- 
gonalen Parabol~)id% die orthogonalen Kegel, die gleichseitig-hyper- 
bolisehen Zylinder and die Drehzylinder. Als zerfallende orthogonale 
Fl~tehen zweiter Ordnung haben wir ferner die Paare normaler Ebenen 
in Betraeht zu ziehen. Hinsiehtlieh der Lage der (versebieden voraus- 
gesetzten) Zentren O~ und O~ auf einer solehen Fli~ehe (-~ sind nun 
folgende F~tlle zu unterseheiden: 

2a) Eine nhhere Untersuchung dieses Zusammenhanges wftre wohl yon einigem 
Interesse, zumal sieh hierbei auch die ~,on E. Krupp~ gefundene Anzuhl ~-on 
L6sungen bestiitigen mi:~gte. 
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.4) ~] i s t  ei~t o r t h o g o n a l e s  H y p e r b o l o i d  o d e r  ~ a r a -  
b o l o i d  und 

1) 01 und Oe ~ d  beliebig gewghlte Pun]de zweier (windschiefen) 
adjungierten Erzeugenden el bzw. e 2. 

Wird f2 als Hyperboloid vorausgesetzt, so liegt der allgemeine 
Fall vor. Es gibt neben dem Paar yon ergiinzenden Orientierungen 
mit der ricbtigen Kernachse k 1 - - G  noch ein Paar yon Orientierungen 
mit der Kernachse e ~ e ~ .  Um diese letzteren Orientierungen herzu- 
stellen, hat man die Ebenen [e~ A] und [e~ f.z] ~ [e~ k~] mit den Ebenen 
[e.2 f~] ~ [e~ k~] bzw. [e~ f~] zur Deckung zu bringen. Die D~ nach 
Satz 4 entsprechenden Fli~chen sind im allgemeinen ebenfalls ortho- 

gonale Hyperboloide, auf denen die Zentren 0 ~ 6 0 die unter l) ange- 
gegebene Lage haben. 

Seien wieder Oi O~ und 0'~ 0"2 die zu O, O~ bzw. O~ 01 er- 
giinzenden Orientierungen und t~'; t)." bzw. tl  und D." die zugehSrigen 
orthogonalen Regelflt~ehen zweiten Grades (s. Nr. 5). Ist nun eine 
dieser Fliiehen, etwa tl, ein orthogonales P a r a b o l o i d ,  so gilt dies 
auch ftir eine Fliiehe des anderen Paares, z. B. ftir t] ~ Um dies ein- 

zusehen, beaehten wir zuniiehst, dafi die Gemeinlote der Erzeugenden 
e~ e2 und f ~ f 2  in diesem Fall die Seheitelerzeugenden y'; bzw. e~ der 
beiden Seharen bilden. Die kongruenten Ebenenbtisehel mit den 
adjungierten Erzeugenden e~ e~ als Aehsen kominen nun zur Deeknng, 
das heigt die BUndel bleiben orientiert, wenn man z.B. das Biindel 
O~ an 6 spiegelt 2~). Die e~ normal sehneidenden Erzeugenden f~,/~ gehen 
dabei in sieh fiber. Demnaeh sehneiden sich die durch 01 und 02 ge- 
legten Parallelebenen zu f~ und f :  vo rund  naeh dieser Spiegelnng in 
der Fernerzeugenden e~ bzw. k~ der anderen Schar yon (-)~ bzw. ~)~ 
und damit ist die Behauptung erwiesen. Die zu den erg~tnzenden 
Orientierungen gehSrigen Flaehen ~]' und -(]" sind im allgemeinen 
orthogonale Hyperboloide, auf welchen die Zentren eine solehe Lage 
haben, da{3 ihre Symmetrieebene die Fli~che bertihrt (vgl. Nr. 1, Ful3- 
note 9). 

Die geraden kubischen Kreise u ~ und v (vgl. Sehlug yon hTr. 5) 
zerfallen au f  den Paraboloiden ~(2 und ~]~ in die Ferngerade k ~ bzw. e,~ 
und je eine g l e i e h s e i t i g e  H y p e r b e l .  Tatsaehlich gehen die beiden 
kongruenten Strahlbtisebel, welehe die Fernerzeugende f~ der anderen 

~4) h~there Begriindungen wurde,~ hier und sp/tter im interesse der Ktirze 
weggelassen. -- In allgemeinen Fallen hLttte man (),um e.~ dutch einen bestimmten 
Winkel zu drehen~ wie bei anderer Gelegenheit noch gezeigt werden soll. 
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Schar von ~(t aus 01 und 02 projizieren, nach der erw~ihnten Spiegelung 
in zwei gegensinnig kongruente BUsehel fiber, die der Ebene [e~ []e2] 
angeh~ren. Die gleiebseitige Hyperbel auf ~to enth~ilt die Fernpunkte 
yon es und der Aehse yon ~t. In den erganzenden Orientiernngen 
erzeugen dieselben Strahlbtischelpaare als zerfallende Kurven v r', u' j e  
einen Kreis und eine ihn sehneidende Gerade~ die zur Kreisachse 
parallel ist. 

2) 0~, O~ sind die Schnittpunkte zweier adjungierten Erzcugenden 
el~ e.~ mit einer Erzeugenden j~ der anderen Schar. 

Hier sind die durch 0~  02 g'ehenden Erzeugenden f l ,  f2 der 
anderen Sehar mit k ~ k 2  zusammengefallen. In der Orientierung mit 

e~  ~ als Kernaehse kommen daher die Ebenen [e~ 2~}]~ [e~ kl] und 

[e2f~]~[e~ k~] zur Deckung~ so dalii die neuen Lagen k ~ k ~ yon 
k I = k,, sich sehneiden. Man schliel~t daraus, dal~ die Fliichen ~o und ~,r 
im allgemeinen orthogonale Keg, el sin& Ist -(-) ein Hyperboloid~ so 

kSnnten k ~ und k~ nur dann parallel werden, wenn <)(e~2'~---~e~j~, 
d. h. wenn f~- eine ttaupterzeugende wiire (s. Fall 5). Wird jedoch (Jr 
als Paraboloid vorausgesetzt, so ist aus Symmetriegrtinden <):ejf~ 
stets ~ <):2 e~ f~. und man zeigt leicht, dal~ dann einer dieser orthogonalen 
Kegel~ etwa ~()o zu einem gleiehseitigen hyperbolischen Zylinder u i rd ;  

auf ihm zerf~tllt die Kurve v ~ in die Fernerzeugende k~ ~ und eine 
gleiehseitige Hyperbel. 

3) 01, 02 sind beliebige Punkte einer (z~t sich selbst adiunqierte~) 
H~tupterzeuqenden e~ ~ e~. 

In diesem Fall sind die beiden m(igliehen Paare yon Orientierungen 
zusammenffefallen. Man kann daher sagen, dag jetzt die beiden Biindel 
eine unendliehkleine einparametrige Bewegung gegeneinander aus- 
fiihren kSnnen, bei der die orientierte Lage erhalten bleibt. Diese Art 
der Unsieherheit der Orientierungsaufgabe bildet  ein Seitenstiiek zu 
jener, die beim ,r~iumlichen Riickw?irtseinschnitt" auftritt: wenn der 
Augpunkt auf dem sogenannten ,,gefiihrlichen Drehzvlinder" 25) liegt. 
In de," Praxis wird tiberdies eine e n d l i c h e  Beweglichkeit der orien- 
tierten Btindel feststellbar sein, w(nn die beiden adjungierte~ Er- 
zeugenden e~ und e~ (Fall 1) s e h r  n a h e  liegen. Dabei braucht die 
FlSche (~ keineswegs auszuarten oder einer Degeuerationsjbrm nahe zu 
kommen. 

4) 0~, 02 li~gen gleichzeitig auj' zwei (zu verschiedenen Scharen 
geltSrigen) Paaren vo~ adjunqicrten Erzeugenden el e2 und J~ f~_. 

2~) S. Finsterwalder,  a. a. 0., S. 28. 
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Es gibt sodann drei  w e s e n t l i e h  v e r s e h i e d e n e  Paa re  von 
Orientierungen. Die vier Erzeugenden e~,j~ e~, ft. bilden jetzt ein wind- 
sehiefes Viereek mit paarweise gleiehlangen Gegenseiten. denn seine 
8ymmetrieaehse ist zugleieh die Hauptaehse der Kehlellipse des ttyper- 
boloides (oder die Hauptaehse des Paraboloides) .q (vgl. Is'r. 4). Well 
nun die Dreikante lc 1 elf1 und k~ e2 j'~ kongruent sin& erkennt man 
unmittelbar, dab die Zentren bei jeder mSgliehen Orientierung der 
Biindel auf der betreffenden Fl~iehe ~ immer wieder die unter 4) an- 
gegebene Lage haben. Wiire f~ insbesondere ein Paraboloid, dann 
h~itte das windsehiefe Viereek aueh die beiden Scheitelerzeugenden 
zu Symmetrieaehsen. Im [ibrigen gilt fiir jede mSgliehe Kernaehse das 
Gleiehe wie im Fall 1). 

5) O1, 0_o sind die Scl~nittpl~nkte zweier a~'jungierten Erz~ugenden 
el~ e2 mit einer (zu slch selbst ad]ungierten) Haupterzeugenden f i  der 
anderen Schar. 

Hier ist der Mittelpunkt der Streeke 01 02 bereits ein (der) 
Sebeitel yon Q. Im tibrigen liegt wegen k~ = ]~'2 = f ~  und ~ e~f~ ~ ~ e2 .G 
tin Sonderfall yon 2), 3) und 4) vor. Von den drei Paaren yon 
0rientierungen fallen demnaeh zwei zusammen, so daii wieder eine 
u n e n d l i c h  k le ine  e i n p a r a m e t r i g e  B e w e g l i c h k e i t  der orien- 
tierten Btindel vorhanden ist~ wiihrend das dritte Paar zur Kern- 
achse e':~e~ gehSrt. Als entsprechende Fliichen D2 und .Q" ergeben 
sich im allgemeinen ein orthogonaler Kegel und ein Drehzylinder. 
Ersterer wird insbesondere zu einem gleichseitigen hyperbolischen 
Zylinder~ wenn (.t ein Paraboloid ist. Dabei zerfallen die Kurven v o 
und v" attf ~o und .q" in eine gleichseitige Hyperhel und eine 
Ferngerade bzw. in einen Kreis und eine Gerade, die ihn schneider 
und zur Kreisebene normal ist. 

B) ~ i s t  e i n  o r t h o g o n a l e r  K e g e l ,  e i n  g l e i c h s e i t i g -  
h y p e r b o l i s c h e r  Z y l i n d e r  o d e r  e i n  D r e h z y l i n d e r  und 

61) 01, 02 liegen auf  zwei yetrennten adjunyierten Erzeugen- 
delZ ~'1~ e2. 

Bei den orthogonalen Kegeln und Zylindern sind die beiden 
Seharen (e~) und (fl) zusammengefallen. Im vorliegenden Fall gibt es 
wieder zwei P a a r e  yon o r i e n t i e r t e n  L a g e n  mit der Kernachse 

k l = k ~  und e ~ = e  ~ Ftir einen orthogonalen Kegel -(] sind die zum 
zweiten Paar gchSrigen Fl~iehen ~2 ~ und ~Q" im allgemeinen orthogonale 
Hyperboloide, auf denen die Lage der Zentren dem Fall 2) entspricht. 
Einem h y p e r b o l i s e h e n  Z y l i n d e r  (.2 entspricht aber als Fliiche (~0 
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(oder t l")  ein P a r a b o l o i d  (s. Fall 2), wobei v ~ wieder in eine Fern- 
gerade und eine gleiehseitige Hyperbel zerfitllt. 

Besonders einfaehe Beziehungen liegen vor, wenn ~i als Dreh-  
z y l i n d e r  angenommen wird. Projiziert man niimlieh einen solehen aus 
zwei Zentren~ die nicht der selben Erzeugenden angehSren, so ergeben 
sieh quadratiseh verwandte Btindel, die aueh in orientierte Lage 
kommen, wenn man das eine, etwa 01, fcsthiilt~ das andere, 02, mit 
dem Zylinder starr verbindet und diesen so in sich versehiebt~ daf50~ 
auf die durch 01 gehendc Erzeugende fiillt. Die zur neuen Lage ge- 
hiirige Fliiche ~(1 ~ (oder ~(~") ist sodann ira allgemeinen ein orth0gonales 
Hyperboloid, auf dem die Zentren die unter 5) angegebene Lage haben. 
Die erg~inzende Orientierung zur ursprtinglichen Lage liefert als 
Fl~iche ~s im allgemeinen einen orthogonalen Kegel. Liegen aber O~ 
und 02 auf demselben Parallelkrcis yon (.1, so ist f)2 ein Paraboloid 
(s. Fall 5) und ~Q' ein glcichseitiger hyperbolischer Zylinder. 

7) 01 (oder 02)f~illt in den Scheitel des Kegels oder Zylinders. 
Bei dieser Annahme ist die quadratisehc Verwandtschaft zwischen 

den Biindeln 01, O~ a u s g e a r t e t ,  da alle Punkte des Kegels (Zylin- 
ders) in einem dcr Bilder in die Punkte eines Kegelschnittes projiziert 
werden. 

(7) ~)~ i s t  e i n  o r t h o g o ~ a l e r  Ke f fe l  o d e r  e i n  D r e b -  
z y l i n d e r  und 

8) 0~, O~ lieyen auf  einer zu sich selbst adjunyierten Erzeugen- 
(le~ e I ~ e~. 

In diesem Fall r t i c k e n  wieder je zwe i  mSgliche 9 r l e n t l e r u n g e n  
z u s a m m e n ,  so dal~ die richtigc Orientierung wie unter 3) und 5) 
mit einer Unsicherheit behaftet ist"6). Es gibt aber keine andere 
Orientierung der Btindel. 

~6] Der einfachste Sonderfall da,~on wurde yon R. F ins te rwalder  (Hannover) 
in den Abhandlungen ..Der gefiihrliche Zylinder beim Norma]fM1 der riiumlicheu 
Doppelpunkteinschaltung", Zeilschr. f. Vermessungswcsen 67 (1938), S. 433--441, 
uud ,,Der gefahrliche Ort dcr photogrammetrischen Hauptaufgabe und seine 
Bedeutung besonders bei der Auswertung yon Luftaufnahmen ira Gebirge", Bild- 
messung und Luftbildwesen 13 (1938). S. 103--109, eingehend behandelt. Hierzu 
sei crgttnzeud bemerkt, da~ in diesem Fall (s. oben unier C 8) das ,verbogene" 
Geliinde l in der unendlich benachbarten :Nebenl6sung) nut die Form eines ortho- 
yonalen Hyperboloides annehmen kann Iweil ja der Fall C8 des Textes dutch 
Spezialisierung aus dem Fall B 6 hervorgehtl. Auch in seiner ,,Photogrammetrie", 
Berlin 1939, S. 126 128. hat R. F ins te rwalder  diesen Sonderfall aufgenommen. 

Ferner hat E. Oo t tha rd t  in dem Aufsatz ,Der gefhhrliche Ort bei der 
photogrammetrischen Hauptaufgabe '~, Zeitschr. f. Vermessungswesen 68 (1939}, 
S. 297--304. mittels gewisser Differentialformelu die (allgemeine) Gleichung des 

M~)natsh f. Mathematik und Physik 49. Band, 9~ 
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1))  ~). i s t  e i n e  E b e n e  r und 
9) 0~, O~ haben geyeniiber ~ alltTemeine Lage. 
Fiigt man der Ebene ~ die durch 0~ und O~ gehende Normal- 

ebene ~ hinzu, so bilden ~ und ~ eine zerfallende orthogonale Regel- 
fiiiche zweiter Ordnung der Mannigfaltigkeit (~)~ denn die durch O~ 

,gef~thrlichen Ortes" mit z u s a m m e n f a l 1 e n d e n Liisunge~ der Orientierungsaufgabe 
(es bandelt sicb also um die oben unter 3, 51 8 und 10 besproehenen Sonderfalle) 
berechnet und die Lage der  Projektionszentren auf ibm im wesentliehen wie oben 
gekennzeichnet. DaI~ es sich aber um o r t h o g o n a l e  Hyperboloide (mit der Halb- 

aehsenrelation 1 ] 1 a T - -  b- ~ -P e ~ - ~ 0  usw.) handelt, hat er indessen nieht heraus- 

gefunden. Ebenso fehlt auch bet ibm jede Andeutung fiber die geometrischen 
Zusammenbange, wie sie hier dargelegt wnrden. Er  zitiert abet eine Mitteilung yon 
E. C. P. P o i v i l l i e r s  (Paris) im Internat. Archiv f. Photogrammetrie VIII, 2. Teil 

(1937), S: 244--246, und scheint zu glauben, dag dort ebenfalls nut T e i l l  6 s u n g e n  
der yon ibm behandelten Aufgabe berficksichtigt seien. Dies ware jedoch dahin 
riehtig zu stellen, dab der Genannte iiberhaupt keinen der b e s o n d e r e n  , ,gefahr-  
l i c h e n "  0 r t e r  erw~,thnt, die dut~ch G o t t h a r d t s  Gleichung darstellbar sind. 
P o i v i l l i e r s  hat vielmehr bereits (und zwar bezeichnenderweise so wie oben auf 
synthetlschem Wege) erkannt, daft die Orientierungsaufgabe auch e i n e  v o n d e r  
richtigen L6sung (naeh unserer Ausdrucksweise) w e s e n t l i c h  v e r s c h i e d e n e  
N e b e n l 6 s u n g  haben kann, n~mlich dann, wenn die Gelandefliiehe die Form yon 
gewissen Flaehen zweiten Grades annimmt. Aber auch hier fehlt jede nahere Dar- 
legung der geometrischen Eigenscbaften dieser Ftiichen, ihrer Lage gegenfiber den 
Projektionszentren sowie die niihere Untersuchung der Punktverwandtschaft 
(s. oben Nr. 5) zwischen der aufgenommenen Gelandefi~che und i h r e r ,  V e rb  i e g u n g "  
(richtig gesagt : ihrer ~ g e o m e t r i s c h e n  V e r f o r m u n g " )  dureh die Rekonstruktion 
im Zuge dieser Nebenl6sung usw. Im besonderen fehlt bier auch die Erkenntnis, 
1. da]3 es aueh noch eine zwe i t e  derartige Nebenl6sung geben kann, 2. da~ fi~r 
jedes Standpunktepaar 0~, 03 ~5 solche FlU'chert rn6glich sind, und vor allem 3. der 
Nachweis, da]3 damit bereits die a l l g e ~ e i n s t e ~  ,ge/~ihrlic]~en Orter" der photo- 
grammetrischen Hauptaufgabe gefunden sind. 

Schliefllich set noch die Arbeit yon H. J u n g  (Claustbal), Zeitschr. f. Ver- 
messungswesen 69 (1940), S. 113--124, erwahnt~ in der die oben unter3, 5, 8 und 10 
behandelten Sonderfalle ahnlich wie bet G o t t h a r d t ,  a. a. 0., abgeleitet, aber in 
den Ergebnissen etwas ausffihrlieher besprochen werden. Zu dieser erst vor kurzem 
erschienenen Arbeit set noch folgendes gesagt: 1. Die in der Einleitung aus- 
gesprochene Frage naeh ,anderen MSglichkeiten f i ir  gej~hrliche Orteu wurde dureh 
obige Untersuchuagen jedenfalls bereits restlos beantwortet. 2. Die auf S. 113 aus- 
gesprochene Vermutung, dal] die Mitten der zur Kernaehse normalen Sehnittkreise 
eines ,gefahrlichen" Ortes eine R a u m k u r v e  erffillen kSnnten, besti~tigt sich 
k e i n e s w e g s ,  denn diese Mittelpunlcte liegen stets auf einer Geraden~ ndmlich auf 
der P o l a r e n  zur Ferngeraden dieser Kreisschnittebenen. 3. Bet den Bemerkungen 
fiber das Vermeiden der ,,gef~'hrliehen K u r v  e n" (S. 121 f.) ware zu bedenken , daft 
durch jede solche Kurve (ira allgemeinen) c~ ~ orthogonale Regelfliichen zweiten 
Grades gelegt werden ]e6nnen~ die alle ebenfhlls solehe ,gef~'hrliche Orter u bilde~. 



Zur Ermittlung eines Objektes aus zwei Perspektiven. 353 

bzw. O~ gchenden und zu ~ symmetrischen Geraden el~ e~ sind Tr~ger 
kongraenter Ebenenbiischel~ die ~ and -~ erzeugen (Nr. 4 und Schlul~ 
yon Nr. 6). Es gibt also zwei (wesentlich verschiedene) Paare yon 
Orientierungen mit den Kernachsen [01 Oe]~-k~k~_ und e~  
(s. wieder Nr. 2). 

10) ]c 1 ~ ]~2 ~ [01 0~] ist normal zu s. 
In diesem Fall sind die beiden l~aare yon Orientierungen zu- 

sammengefallen (vgl. Iqr. 2), so daft die Orientierung wie in den 
Fiillen 3), 5) and 8) eine gewisse Unsicherheit aufweist. Wiiren die 
Zentren O~, 02 insbesondere zu ~ symmetrisch, dann kSnnten die (jelzt 
kongruenten) Schstrahlbiindel auf co~ (wcsentlich verschiedenc) Arten 
in orientierte Lage gebracht werden (vgl. wieder Nr. 2). 

Die trivialen Fiille y o n  Ebenen ~ die O~ oder 02 enthalten~ 
sollen nicht niiher besprochen werden. 

1Nr. 8. Schlu•bemerkungen. 

Aus den vorangegangencn Darlegungen ergibt sich ftir die prak-  
t i sche  A n w e n d u n g  vor allem folgendes: Jede Gel(indefl~che, die 
im abgebildeten Bereich mit einem Sti~ck v o n  einer der c~5 Fld- 
chen der Mannigfaltigkeit (~O) ( annahe rnd)  i~bereinstimmt~ verursacht 
eine solchc Zuordnung (quadratische Verwandtschaft)zwischen den 
beiden SehstrahlbUndeln~ daJ3 deren gegenseitige Orientierung aus den 
Bildpaaren von beliebig vielen Gel~inde2unkten n i c h t  e i n d e u t i g  fest- 
gestellt werden ]cann (Satz 3). Hiczu kommt noch, da~ die Schnitt- 
punkte zugeordneter Strahlen bei den zwei oder drei m(iglichcn Orien- 
tierungen Raumobjekte liefcrn, die untereinandcr n ich t  iihnlich~ ja  
im allgemeinen (vgl. jedoch Satzl" n i c h t  c i n m a l  k o l l i n e a r  
sind (Satz 4). 

Wird nun die" orientierte Lagc zweier Aufnahmen, deren innere 
Orientierungen bekannt sind~ mit Hilfe ciner Orientierungsmaschine 
hergestellt~ so lii~t sich aus solchen Bildern allein nicht erkennen, 
welche der zwei oder drei allenfalls vorhandenen L~isungen der 
richtigen r~umlichen Lage entspricht. Denn udhert sich die Einpassung 
einer der mSglichen NebenlSsungen, so wird die Schnittgenauigkeit 
zugeordneter Strahlen ebenso st5ndig verbessert wic beim Einpassen 
der richtigen LSsung. Die sonst Ubliche Kontrolle mittels zahlreicher 
Bildpaarc P' P" versagt somit in einem derartigen Fall. vollst~ndig. 

In diesem Sinne stellen die ~5  Fliichen der Mannigfaltigkeit (~) 
,gef~hr l iche  i ir ter",  man k6nnte auch sagen ,,gefiihrliche Gel~nde- 
formen" dar, deren Kenntnis ftir die photogrammetrische Praxis 

2~* 
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--besonders bei der Auswertung yon Luftaufnahmen eines gebirgigen 
Gelandes - -  yon einiger Wiehtigkeit sein dtirfte. Weiters werden die 
in Nr. 7, unter 3), 5) und 8) besproehenen Falle der unsieheren Ein- 
stei lung der richtigen Orientierang besondere Beaehtung verdienen27). 

Weil j e d e  E b e n e  des Raumes  als Teil einer zerfallenden 
Flaehe der Mannigfaltigkeit (~) zu gelten, hat (Nr. 7, Fall 10), k5nnen 
wir tiberdies feststellen: ,]e .flacher ein Geldinde ist, desto ehcr wird es 
(innerhalb des betraehteten Bereiches)durch einc dec orthogonalen 
Regelfliicben (.2 approximierbar seia. In solchen F~tllen wird sich aber . . . .  
ahnlich wie bei der Rekonstruktion yon ebenen Objekten (Nr. 2) - -  
aus der Kenntnis der ungeffihren Fhlgbahn bei tleihenaufnahmen die 
riehtige Auswahl unter den theoretisch mtiglichen Ltisungen treffen 
lassen. 

Ftir die tibrigen oben besprochenen Fi~lle gilt dies jedoch keines- 
wegs, und zwar deshalb nieht, w~il die allenfalls ~:orl~andenen Neben- 
lb'sunyen yon der richtigen Orientierung be l ieb ig  w e n i f l  verschieden 
scin k6nnen. Dies ist ntimlich der Fall, wenn O~ und 0,, auf' zwei 
adjungierten LS'zeugenden liegen, die beide in der Niihe einer Haupt- 
er'zeugenden verlaz~'~n (vgl. Nr. 7, Fall 3, 5, 8 oder 10i. Wie in einem 
solchen fiir die PraMs bcsonders .,gefdihrlicben': Fall die richtige Orien- 
tierung zweckmi ig ig  gefunden werden kann, bleibt noch dahingestellt. 

Fiir eine rohe Abschi~tzung kSnnen wit aber mit Riieksicht auf 
den Satz 6 und den Schlul3 yon Nr. 1 jedenfalls folgendes feststellen: 

Sind in den AuJhahmen Geliinde/brmen abgebildet (z. B. solche 
mit elliptischen Fliichenpunlcten), die off'ensichtlich keiner Fliiche der 
Mannigfaltigkeit ([2) angeh6ren, so ist die Orientierung der Aufnahmen 
e indeut ig  bestimmt. 

Man kann auch noch sagen (vgl. Satz 5 und 6): 
Ist bei einer Rekonstruktion eine Geliindejbrm erhalten worden, 

die ]ceiner I~7~iche zweiten Grade.~ an qehiirt (auf der beide Proje]~tions- 
zentren liegen usw.), dam, gibt es nur diese eine LSsung und keine 
andere Orientierung der beiden Sehstrahlbiindel. 

'-'7) D~s grol]e Interesse der Praktiker an den ,gefiihrlichen Ortern" kommt 
bereits durch die zahlreichen, in ]etzter Zeit  erschienenen Ver6ffentlichungen tiber 
die erwiihnten S o n d e r f ~ t l l e  (s. Ful~note 06) deutlich zum Ausdruck. 

(Einge,~angen: 14. X. 1940.) 


