Formale Grundlagen der Informatik

Mengen

= Definition (Intuitive Mengenlehre)

Eine Menge ist die Zusammenfassung von Elementen unserer
Anschauung zu einem wohldefinierten Ganzen. (Georg Cantor)

= Notation
1. Aufzdhlung aller Elemente: {1,{2},{3,4},{5}]

1. Beschreibung der Eigenschaften der Elemente:
{x| xmod2=0]
Informell wird auch geschrieben: {2, 4,6, 8, ... }

= (Nicht-) Elemente einer Menge
{3,4)e{1,{2},{3,4},{5}}

3¢{1,{2/,{3,4/,(5}]

* Grundprinzipien

Axiom der Extensionalitit: Zwei Mengen A und B sind
genau dann gleich, wenn sie die gleichen Elemente enthalten.

A=B & (Vx:x€EA&xEB)
Beispiel: {1,2,3}={nIlneNAn<4]

Axiom der Komprehension: Fiir jede Eigenschaft konnen wir
eine Menge bilden, die genau die Elemente enthilt, die diese
Eigenschaft haben.
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Eigenschaften

= Mengenzugehorigkeit
Vx:(x€la,...a,lex=aVv..Vx=a,)

Vx:(x€l{yl P(y)} < Px))

= Teilmengen

Die Menge T heisst eine (unechte) Teilmenge der Menge A,
wenn jedes Element, das in der Teilmenge T liegt, auch in der
Menge A liegt:

TCA&®(Vx:xeT=>x€A)
Beispiele: {2} <{1,2]} {1,2}c{1,2}

Die Menge T heisst eine echte Teilmenge der Menge A, wenn
T eine Teilmenge von A, aber nicht gleich A ist:

TCA®(Vx:xe€T=2>x€€A)ANT +A
Beispiel: {2} C{1,2}
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Prominente Mengen

N = Menge der natiirlichen Zahlen ohne 0
N:{IIZISI}

N, = Menge der nattirlichen Zahlen mit 0
N,={0,1,2,3,...)

Z = Menge der ganzen Zahlen
Z7={0,1,-1,2,-2,3,-3,...}1

Q = Menge der rationalen Zahlen
Q={a/bla€eZ AnbeN]}

= R =Menge der reellen Zahlen

C = Menge der komplexen Zahlen
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Spezielle Mengen (1)

» Durchschnittsmenge

Der Durchschnitt zweier Mengen A und B ist die Menge aller
Elemente, die sowohl in A als auch in B enthalten sind.

ANB={xlx€eAAx EB}

* Vereinigungsmenge

Die Vereinigung zweier Mengen A und B ist die Menge aller
Elemente, die in A oder in B enthalten sind.

AUB={xlx€eEAVx€EeB]}

* Leere Menge

Die leere Menge ist die Menge, die kein Element enthilt. Sie
wird & oder {} geschrieben:

D={x1x=x}oderVx:x & &

= Komplementdrmenge

Ist eine Grundmenge G und eine Menge A mit A & G gegeben,
so ist die Komplementirmenge A° definiert durch:

A={x |l x&€AArx€EG)
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Spezielle Mengen (2)

* Potenzmenge

Sei A eine Menge. Die Potenzmenge einer beliebigen Menge A
ist die Menge P(A) aller Teilmengen von A.

PA)={UIUCA]/
Beispiel: P({1,2})={ O ,{1},{2},{1,2}}

= Differenzmenge

Seien A und B beliebige Mengen. Die Differenz A — B,
gesprochen A minus B, ist die Menge aller Elemente, die in A
aber nicht in B liegen.

A-B={x |l x€EAANXx &B}
Beispiel: {1,2,3}-{3,4}=1{1,2}

= Symmetrische Differenzmenge

Die symmetrische Differenz zweier Mengen A und B ist die
Menge A & B aller Elemente, die genau in einer der beiden
Mengen liegen.

A®éB=(AUB)-(ANB)
Beispiel: {1,2,3}1®{3,4}={1,2,4}
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Weitere Eigenschaften

» Kardinalitdt einer Menge

Sei A eine Menge mit endlich vielen Elementen. Die Anzahl
| A | nennt man die Mdchtigkeit oder Kardinalitit der
Menge.

Zwei endliche Mengen haben dieselbe Kardinalitdt, wenn
die Anzahl Elemente in beiden Mengen gleich ist.

Die Kardinalitdt von unendlichen Mengen wird spéter
definiert.

= Disjunktheit

Zwei Mengen A und B heissen disjunkt, wenn ihr
Durchschnitt leer ist.

ANB=Y

= Paarweise Disjunktheit

Eine Menge X von Mengen heisst paarweise disjunkt, wenn der
Durchschnitt von jedem Paar von Mengen leer ist.

VA LBEX:A=B=2>ANB=J
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Familien von Mengen

= Familie von Mengen

Menge M von Mengen A, die durch eine Indexmenge I
indiziert sind:

Vi:iel=>3dA eM
* Vereinigung

UM=U,; (A={xIdiel:x € A}
» Durchschnitt

NM=N,; A={xIViel:x € A}
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Mengengesetze

Idempotenz ANA=A AUA=A

Kommutativitat ANB=BnNA AUB=BUA

Assoziativitit (ANB)NC= (A UB) UC=
ANBNC) AU(BUC)

Distributivitat ANBUC) = AUBNC)=

(ANB) U(ANC)

(AUB)N (A UC)

Absorption AN(AUB)=A |AU(ANB)=A
Reflexivitat ACcA A2DA
Kontraktion (ANB)cA (AUB)2A
Monotonie ACSB= A2B =
ANC<cBnNC AUC2BuUC

Existiert eine Grundmenge G mit A,B < G, so gelten ferner:

Neutrale Elemente [ANG=A AUD=A
Invariable Elemente |A N =& AUG=G
Extremalitat JcA G2A

De Morgansche (AN B)=A°UB° |(AUB)'= A°N B¢
Regeln

Komplement AAUA=G ANA=0
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Beweise in der Mengenlehre

= Venn Diagramme: graphische Veranschaulichung; allenfalls
mit Fallunterscheidungen

= Direkter Beweis durch Anwendung von Definitionen,
Axiomen und Gesetzen.

» Indirekter Beweis durch Negation der Aussage und
Angabe eines Gegenbeispiels.

= Um A =B zu beweisen, beweise man A <€ Bund B € A.

» Transfer Methode: Eine mengentheoretische Formel wird
in eine dquivalente aussagenlogische Formel umgewandelt,
die dann bewiesen wird. Diese Methode beruht auf der
Verwandtschaft zwischen Aussagenlogik und
Mengenlehre, die damit zu tun hat, dass beide Systeme
Boole’sche Algebren sind.

Mengenlehre | Aussagenlogik
U Vv
c =
M AN
- <
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Direkter Beweis: & ist Teilmenge jeder
Menge

= Gegeben:

1. TCA& Vx:xeT=>x€EA

2. Vx:x & O

= 7u beweisen:

JcA

= Beweis:
A Vx:xed=>x€EA (1)
JGCA® Vx:1=22x€EA (2)
JCAST (3)

(L ist die immer falsche Aussage, T die immer wahre)

(1) Definition von S, (2) Axiom fiir &, x € & ist fiir jedes x
falsch, (3) L = Q ist fiir jede Aussage Q wahr
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Indirekter Beweis: J ist nicht echte
Teilmenge jeder Menge

= Gegeben:

IL. TCAS(Vx:xET=2>2x€E€A)ANT A

2. Vx:x & O

= 7u beweisen:

-(JCA)

* Beweis:
Annahme des Gegenteils: &J C A
Gegenbeispiel: A = &

Einsetzen in der Definition:

gC R (Vx:xeda>xed)NIT+=D

(Vx:x e D=>x€ )N D+ D ist ein Widerspruch.
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Direkter Beweis:
(AUB)-(ANnB)=(A-B)U(B-A)

= Gegeben: Die Definitionen von N, U, —, &, €

= Bewelis:

(AUB)-(BNA)=

{fxlxeAvxeB})-{x|lxeEAANxEB)}= (1)
{fxl(xeAvxeB)AN=-(xEAANXEB))}= (2)
x| (xEAVxEB)A(x¢AVxgB))= (3)

{xl (xeEAANXxeA)V(ixEAANXeB) V
(xeEBAx¢A)V(ixEBAx¢B))= (4)

{[x 1 (x€AAx¢B)V(xEBAxgA))= (5)

(A-B)U(B-A)

(1) Definitionen N, U, (2) Definition —, (3) Definition ¢ und €, de
Morgan, (4) Distributivitat, (5) Vereinfachung, Definitionen U, —.
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Geordnete Paare und n-Tupel

= Geordnete Paare

(a,b ) heisst das geordnete Paar der Elemente a und b.

» Gleichheit von Paaren
Die Paare (a,, b;) und (a,, b,) sind genau dann gleich, wenn
a, =a, ANb;=b,

= n-Tupel
(a, ..., a,) heisst das geordnete n-Tupel der Elemente a, bis a,,

= Gleichheit von n-Tupeln

Die n-Tupel (a,, ...,a,) und (b, , ..., b, ) sind genau dann
gleich, wenna; =b; A ... ANa,=D,.
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Relationen

» Kartesisches Produkt

Das kartesische Produkt der beiden Mengen A und B ist die
Menge A X B aller geordneten Paare (a,b) mita € A, b € B.

AXB={(a,b) |l aeAAbEB)}
Man schreibt A>=A X A, A’=A XA X A, usw.

» Binare Relationen

Sei A eine Menge. Eine bindre Relation R auf A ist eine
Teilmenge des kartesischen Produkts der Menge A mit sich
selbst.

REcAXA

Seien A; und A, Mengen. Eine bindre Relation R auf A; und
A, 1st eine Teilmenge des kartesischen Produkts A; X A,.

RCA, XA,

Infixnotation: Fiir (a, b) € R schreibt man auch aRbD.

= n-stellige Relationen

Seien A,, A,, ..., A, Mengen. Eine n-stellige Relation R auf
A, A,, ..., A, st eine Teilmenge des kartesischen Produkts der
Mengen A,, A,, ..., A,.

RSA XA, X...XA

n
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Die 16 binaren Relationen auf A = {1,2}

* R. < {1,2} x {1,2}

R, %) R, {(1,2),(2,1)}

R, {(1,1)} Rig {(1,2),(2,2)}

R, {(1,2)} Ry, {(2,1),(2,2)}

R, {(2,1)} Ry, {(1,1),(1,2),(2,1)}
Ry {(2,2)} Ry, {(1,1),(1,2),(2,2)}
Rg {(1,1),(1,2)} R4 {(1,1),(2,1),(2,2)}
R, {(1,1),2, 1)} Rys {(1,2),(2,1),(2,2)}
Ry {(1,1),(2,2)} Ry | {(1,1),(1,2),(2,1),(2,2)}
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Spezielle Relationen

» Umkehrrelation

Sei R € A X B eine Relation. Die Umkehrrelation zur
Relation R ist die Relation R € B X A mit

R'={(b,a)l (a,b) €ER}

= Komposition von Relationen

Seien R, € A X Bund R, € B X C Relationen. Die
Komposition R, o R, € A X C von R, und R, wird definiert
durch

VaeA ceC:
(a,c)€ER, R, db€eB:(a,b) ER, A (b,c) ER,

= Beispiel fiir Komposition von Relationen

Programme konnen als Relationen ihrer Eingabe- und
Ausgabewerte verstanden werden. Die Hintereinander-
ausfiihrung von zwei Programmen entspricht dann der
Komposition der entsprechenden Relationen.
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Eigenschaften von Relationen

Eine Relation R € A X Bist

Linkstotal: Jedes Element a € A tritt in mindestens einem
Paar (a, b ) € R links auf.

VaieA: dbeB:(a,b) €R

Rechtstotal: Jedes Element b € B tritt in mindestens einem
Paar (a,b ) € R rechts auf.

VbeB:da€eA:(a,b) ER

Linkseindeutig: Fiir ein b € B zu dem es ein a € A gibt mit
(a,b) € Rist dieses linke 4 eindeutig.

Va,,a, ¢ A:(db€eB:(a,,b)ER AN (a,,b) ER) =
a, = a,

Rechtseindeutig: Fiir eina € A zu dem es ein b € B gibt
mit (a,b) € R ist dieses rechte b eindeutig.

Vb, b, e B:(da€A:(a,b;)€ERA(a,b,) ER) =
blzbz

Mengen, Relationen, Funktionen 17



Formale Grundlagen der Informatik

Beispiel: Ein/Ausgabe Relation von
Programmen

INTEGER A

READ (A)

WHILE (A<>0)DO{A:=A-2}

WRITE (A)

= Datentyp INTEGER: beliebig grosse ganze Zahlen

» Ein/Ausgabe Relation: R € Z X Zmit(x,y) € R genau
dann, wenn das Programm auf die Eingabe von x mit der
Ausgabe von y reagiert.

Ist das Programm linkstotal, rechtstotal, linkseindeutig,
rechtseindeutig?
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Eigenschaften von binaren Relationen

Eine binire Relation R € X X X heisst

Reflexiv: Jedes Element x steht zu sich selber in Relation.
Vx eX:(x,x) ER

e Irreflexiv: Kein Element steht zu sich selber in Relation.

Vx e X:(x,x) &R

e Symmetrisch: Zu jedem Paar in der Relation ist auch das
gespiegelte Paar in der Relation.

Vv, yeX:(x,y) ER=>(y,x) ER

* Antisymmetrisch (identitiv): Zu jedem Paar in der
Relation ist das gespiegelte Paar nur dann in der Relation,
wenn die Elemente gleich sind.

Vx,y€X:(x,y) ERA(y,x) ER>x=y

* Asymmetrisch: Zu jedem Paar in der Relation ist das
gespiegelte Paar nicht in der Relation.

Vv, yeX:(x,y) ER=>(y,x) &R
e Transitiv:

Vx,y,z€X:(x,y) ERA(y,z)ER=>(x,z) €ER
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Aquivalenzrelationen

= Bine Aquivalenzrelation auf einer Menge M ist eine
bindre Relation ~< M x M die reflexiv, symmetrisch und
transitiv ist.

= Gleichheit ("=") ist die prototypische Aquivalenzrelation.

= Partition: Sei M eine Menge. Eine Partition von M ist eine
Menge P von Teilmengen von M, also P & 7 (M), fiir die
die folgenden Eigenschaften gelten:

1. Keine Teilmenge der Partition ist leer.
2. Die Teilmengen der Partition sind paarweise disjunkt.

3. Die Vereinigung aller Teilmengen der Partition ist die
Menge M.

. 5quiva1enzklassen: Sei ~ & M X M eine
Aquivalenzrelation. Zu jedem Element m € M heisst die
Menge

(m) ={xeEM | x~m}
die von m erzeugte Aquivalenzklasse.

= Fiir jede Aquivalenzrelation ~ auf einer Menge X bildet
die Menge der Aquivalenzklassen von ~ eine Partition P_
von X.
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Beispiel einer Aquivalenzrelation

a=bmodulon-dh.a € Zund b € Z geben bei der
Division durch n € N den gleichen Rest r € N, — definiert
eine Aquivalenzrelation ~,, auf der Menge Z

a=k;"n+r b=k,"n+r k, € Zr=0,.. n-1)
a~ b & a-b=k*n

Reflexivitat

Va€ Z:a~,a (a—a=0%"n)

Symmetrie

VabeZ:a~,b=>b~,a (a-b=k*n,b-a=-k*n)
Transitivitat

Va,bceZ:a~,bAb~ c=>a~,c

(a-b=k;*n,b-c=k,*n,a-c=(k;+k,)"n)
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Beispiel einer Aquivalenzrelation

= Die Menge aller Zahlen a € Z, die bei der Division durch n

€ N den gleichen Rest r € N, ergeben, bilden eine
Aquivalenzklasse (r)Nm. Dar =0, ..., n1, gibt es n
Aquivalenzklassen.

Fiir n = 5 erhalten wir

(O)Nm: {a€eZla~,0={..-10,-50,5,10,..}
(1) ={a€Zla~,1}={.,-9-41611,.])
(2)~m= taeZla~,2}={..-8-32,7 12, ..}
3). ={a€Zla~,3={.,7-23813 ..
4) ={a€Zla~,4={.,-6-1,4914, )

= Die Menge der Aquivalenzklassen von ~,, bildet eine
Partition von Z, denn

keine Aquivalenzklasse ist leer

die Aquivalenzklassen sind paarweise disjunkt

©_,v@,v@2. vl vi), =7
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Weitere Beispiele von Aquivalenzrelationen

Gegeben sei die Menge aller Menschen. Welche der
folgenden Relationen sind Aquivalenzrelationen?

* x steht zu y in Relation, falls x und y die gleiche Sprache
sprechen.

* x steht zu y in Relation, falls x dlter oder genauso alt wie
y ist.

* x steht zu y in Relation, falls x und y sich gegenseitig
kennen.
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Hiillen

Sei M eine Menge und R € M X M eine Relation.

Wir suchen nun nach der kleinsten Anzahl von geordneten
Paaren aus M X M, die wir zu R hinzufiigen miissen, damit
die so erweiterte Relation — Hiille genannt — bestimmte
Eigenschaften besitzt.

1. Die transitive Hiille von R ist die Relation
<R>, € M X M definiert durch:

(x,y) E<R> < (x,y)ERVIneN:
Tty by e by, 1), (b, k) e, (b, b)), (E,y) € <R>,

2. Die symmetrische Hiille von R ist die Relation
<R>, € M X M definiert durch:

(x,y) €E<R> ((x,y) ERV(y,x)€ER)
<R> =R UR"
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Hiillen

3. Die reflexiv-transitive Hiille von R ist die Relation
<R>, & M X M definiert durch:

(x,y) E<R>, = ((x,y) E<R> Vx=y)

4. Die reflexiv-symmetrisch-transitive Hiille von R ist die
Relation <R>, € M X M definiert durch:

<R>_, = <<R>, >,

<R>,, ist die ,kleinste” Erweiterung von R zu einer
Aquivalenzrelation.
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Funktionen

= Eine Funktion fist eine bindre Relation f £ A X B, die
linkstotal und rechtseindeutig ist: Zu jedem a € A gibt es
genau ein b € Bmit (a, b) €f.

= Bei Funktionen schreibt man f: A — B anstattf € A X B
und f(a) = b anstatt (a, b) € .

» Terminologie

1. A heisst der Definitionsbereich von f.

2. B heisst der Wertebereich von f.

3. Die Menge f(A) ={ fla) | a € A } heisst das Bild von f.
= Eigenschaften von Funktionen

1. Eine Funktion ist surjektiv, wenn sie rechtstotal ist.

2. Eine Funktion ist injektiv, wenn sie linkseindeutig ist.

3. Eine Funktionen ist bijektiv, wenn sie surjektiv und
injektiv ist.

= Sind f: A — Bund g: B — C Funktionen, so bezeichnet
g of: A — C die Komposition von fund g, die durch
(g o A(a) = g(f(a)) definiert ist.
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Spezielle Funktionen

= Jdentitat

Die Funktion id, : A — A, die durch id ,(a) = a definiert ist,
heisst die Identitidt.

» Konstante Funktion

Eine Funktion c : A — B, die fiir alle Werte des Arguments
denselben Wert hat, heisst konstant.

» Umkehrfunktion

Eine Funktion g : B — A heisst eine Umkehrfunktion einer
Funktion f: A — B, wenn

gof:A — Agleichid, ist, und
fog:B — B gleich idg ist.

Eine Funktion hat genau dann eine Umkehrfunktion, wenn sie
bijektiv ist. Diese Umkehrfunktion ist eindeutig.

 Charakteristische Funktion
Gegen sei eine Menge A und ein Element a€ A. Die Funktion

xX: A — {0,1}

ist definiert als X,(a) = 1 und x,(b) =0 fiir b # a und heisst
die charakterische Funktion von a..
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Kardinalitat von Mengen

» Anzahl von Elementen (informell)

Sei A eine Menge mit endlich vielen Elementen. Die Anzahl
| Al nennt man die Michtigkeit oder Kardinalitit der Menge.

= Zwei endliche Mengen haben dieselbe Kardinalitédt, wenn
die Anzahl Elemente in beiden Mengen gleich ist.
Nimmt man je ein Element aus beiden Mengen heraus,
bleiben am Ende zwei leere Mengen.

= Cantor hat diese Idee fiir unendliche Mengen
weiterentwickelt: Zwei unendliche Mengen haben dieselbe
Kardinalitdt, wenn sich die Elemente beider Mengen
paaren lassen:

1 5 6 7 8 9 10
!

2 3 4
Pt t1 ! ! !
2 4 6 8§ 10 12 14 16 18 20
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Kardinalitat von Mengen (2)

Formaler:
| X| = 1Yl < es gibt eine Bijektion zwischen X und Y

| X | < 1Yl < es gibt eine injektive Funktion von X nach Y

Die Relation ~ definiert durch
X ~Y < es gibt eine Bijektion zwischen X und Y

ist eine Aquivalenzrelation.

Wir definieren nun | X1 als die Aquivalenzklasse (X)_

Die Kardinalitdt von Nist 8, (Aleph null). &, ist die kleinste

unendliche Kardinalzahl. Mengen mit der Kardinalzahl K,
werden abzdhlbar unendlich genannt.

Eine weitere Kardinalzahl ist c. Dies ist die Kardinalitit von

P(N)und R. Mengen mit der Kardinalzahl ¢ werden
tiberabzihlbar genannt.

Cantors Diagonalisierungsargument beweist ¢ <> K,,.
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Cantors Diagonalisierungsargument fiir

| P(N)| > | NI

Beweis durch Widerspruch.

Wir nehmen an, dass | Z(N)| < | NI. D.h., man kann jeder
Teilmenge von N eine Zahl aus N so zuordnen, dass jede
Zahl aus N hochstens einmal benutzt wird.

Uns interessieren die Paare, bei denen die Teilmenge von N

die Zahl aus N nicht enthélt, mit der sie gepaart wird. Beim
Paar (1, {2}) z.B. enthélt die Teilmenge die Zahl nicht, jedoch
beim Paar (2, {2, 3}) enthilt sie sie.

Wir definieren eine Teilmenge M < N so, dass M die Zahlen
enthilt, die entweder nicht gepaart sind oder mit einer

Teilmenge von N gepaart sind, die die Zahl nicht enthalten.

M ist eine Teilmenge von N. Also muss es ein Paar (z , M)
geben. Ist z ein Element von M?

Ja: Dann ist z gepaart mit einer Menge, die z enthélt. Das ist
ein Widerspruch zur Definition von M.

Nein: Dann ist z gepaart mit einer Menge aus | Z(N) |
(namlich M), die z nicht enthélt. Nach der Definition von M
muss z dann aber ein Element von M sein. Widerspruch.

Also muss | Z(N)| > | NI gelten.
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Russelsches Paradox in der naiven
Mengenlehre

= Axiom der Komprehension: Fiir jede Eigenschaft konnen
wir eine Menge bilden, die genau die Elemente enthilt, die
diese Eigenschaft haben.

= Der Begriff der Eigenschaft muss eingeschrankt werden,
sonst entsteht ein Widerspruch.

= Beispiel: Man definiere M als die Mengen aller Mengen, die
sich selbst nicht enthalten:

M={XI1X¢&X]

Frage: Enthdilt M sich selber?

Ja. Wenn M sich selbst enthilt, dann darf M sich selbst nicht
enthalten

Nein. Wenn M sich selbst nicht enthdlt, dann muss M sich
selbst enthalten

Wir wissen aber aus der Logik, dass aus einem Widerspruch
alles abgeleitet werden kann.
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Formale Grundlagen der Informatik

Rechnen mit Kardinalitaten

Fiir endliche Mengen gilt:

= |AUBI=1AIl+IBl-1ANBI

» | AUBUCI=1ATIT+IBI+1CI
-IANBI-TANCI-IBNnCl+IANBNC|

= |A-BI=1Al-1Bl, fallsBcA

= |[AXBIl=1AleI|B|

Fiir abzahlbar unendliche Mengen gilt:
" Ry Ry =R,

* Was ist mit R, - N,?
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